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 Summary.In this paper we show that in the class of cubic differential systems with a bundle 
of three affine invariant straight lines and the line at infinity of multiplicity two each critical point 
with pure imaginary eigenvalues is of the center type if and only if the first Lyapunov quantity 
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I.	 INTRODUCERE

Considerăm sistemul cubic de ecuații diferențiale

 (1)
coeficienții căruia se presupun numere reale și  
Vom presupune că (1) nu este degenerat, adică 
, și la infinit n-are mai mult de patru puncte critice, i.e. 
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     Summary.In this paper we show that in the class of cubic differential systems with a bundle of three affine invariant 
straight lines and the line at infinity of multiplicity two each critical point with pure imaginary eigenvalues is of the center 
type if and only if the first Lyapunov quantity vanish. In all the cases of center the systems are Darboux integrable. 
     Keywords: cubic differential system, center problem, invariant straight line, multiplicity. 
            
 

I. INTRODUCERE 

Considerăm sistemul cubic de ecuații diferențiale 

 
                 (1) 

coeficienții căruia se presupun numere reale și  Vom presupune că (1) nu este 

degenerat, adică , și la infinit n-are mai mult de patru puncte critice, i.e.  

 

În dependență de valorile coeficienților punctul critic  este pentru sistemul (1) ori de tip 

centru, ori de tip focar. Astfel, apare problema centrului, adică a determinării acelor condiții asupra 

coeficienților lui (1) încât  să fie de tip centru. Este bine cunoscut că sistemul (1) are în  

centru dacă și numai dacă, mărimile Liapunov  , corespunzătoare lui , se anulează 

(vezi [1-5]). Menționăm, că mărimile Liapunov reprezintă niște polinoame de coeficienții lui (1). La 
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În dependență de valorile coeficienților punctul critic  este pentru sistemul (1) 
ori de tip centru, ori de tip focar. Astfel, apare problema centrului, adică a determinării 
acelor condiții asupra coeficienților lui (1) încât  să fie de tip centru. Este bine 
cunoscut că sistemul (1) are în  centru dacă și numai dacă, mărimile Liapunov 

 , corespunzătoare lui , se anulează (vezi [1-5]). Menționăm, că 
mărimile Liapunov reprezintă niște polinoame de coeficienții lui (1). La fel, în originea 
sistemului de coordonate avem centru dacă (1) are în  integrală primă analitică sau 
factor integrant analitic. 

Sistemul (1) omogenizat arată astfel

Introducem notațiile: 

Polinomul  are forma

unde  sunt polinoame în  și  De exemplu, 
 unde 

.

Se zice că pentru (1) linia de la infinit  are multiplicitatea  dacă au loc 
relațiile  sau, altfel spus,  
este cel mai mare număr pozitiv încât  împarte polinomul 

Curba algebrică  (funcția ) se 
numește invariantă (factor exponențial) pentru (1) dacă există așa polinom  
de grad nu mai mare ca doi încât are loc identitatea

 (  În caz particular, dreapta 
  se numește invariantă, dacă există așa polinom 

 încât
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Vom spune că sistemul diferențial (1) este Darboux integrabil, dacă el are integrală primă 

 (factor integrant ) de forma , unde  sunt o totalitate de 

curbe algebrice invariante și factori exponențiali, iar  sunt numere din  nu toate egale cu 

zero concomitent. 

Studierii sistemelor diferențiale cubice ce au linia de la infinit de anumită multiplicitate le sunt 

consacrate lucrările [6-11]. În această lucrare vom arăta că pentru sistemele cubice (1) ce au un fascicul 
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Vom spune că sistemul diferențial (1) este Darboux integrabil, dacă el are integrală 
primă  (factor integrant ) de forma , unde  
sunt o totalitate de curbe algebrice invariante și factori exponențiali, iar  
sunt numere din  nu toate egale cu zero concomitent.

Studierii sistemelor diferențiale cubice ce au linia de la infinit de anumită multipli-
citate le sunt consacrate lucrările [6-11]. În această lucrare vom arăta că pentru sistemele 
cubice (1) ce au un fascicul de trei drepte afine invariante și pentru care linia de la infinit 
e de multiplicitatea nu mai mică ca doi punctul critic  e de tip centru.

II.	 INVARIANȚA LA ROTAȚII A POLINOMULUI 

Efectuând în (1) transformarea de rotație 

 (3)

obținem sistemul diferențial

 (4)
unde 

 (5)

Remarca 1. Expresiile pentru coeficienții  ai sistemului (4) se 
obțin respectiv din expresiile de mai sus ale lui  dacă în ultimele se 
efectuează substituțiile

Considerăm polinomul în  și Y:

Înlocuind în  expresiile lui  și  (vezi (5), Re-
marca 1 și (3)), obținem în variabilele  și coeficienții  ai siste-
mului inițial (1) polinomul  Aceasta și înseamnă că în virtutea sistemului (1) 
polinomul  este invariant la transformările de rotație a planului fazic.
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III.	 CONDIȚIILE DE EXISTENȚĂ CONCOMITENTĂ A FASCICULULUI 
DE DREPTE INVARIANTE AFINE ȘI A LINIEI DE LA INFINIT DE 

MULTIPLICITATEA DOI

Ținând cont că  și de presupunerea că  
linia de la infinit va avea pentru sistemul (1) multiplicitatea doi, dacă se verifică în  și 

 identitatea

Fie  punctul de intersecție al unui fascicul de drepte afine . Indiferent 
dacă dreptele  sunt toate reale sau printre ele sunt și efectiv complexe, punctul  
are coordonatele reale. Printr-o rotație a planului de faze putem face ca  să coincidă 
cu punctul  de pe axa ordonatelor. Având în vedere că această axă nu este pentru 
sistemul diferențial (1) invariantă și de perspectiva că dreptele fasciculului sunt inva-
riante, devine clar că se cere ca oricare dreaptă a fasciculului să fie descrisă de ecuația 

În [1, p. 48] se aduce următorul set de condiții

 (6)

pentru ca sistemul (1) să aibă un fascicul din trei drepte invariante de forma 
 unde  verifică ecuația 

 (7)

Discriminantul ecuației (7) este

Dacă  atunci ecuația (7) are trei rădăcini distincte  și, prin urmare, 
sistemul (1) are un fascicul din trei drepte distincte 

Ținând cont de invarianța identității  la rotații și la omotetii, pentru a 
obține cele dorite este de-ajuns ca să rezolvăm identitatea dată în condițiile (6), adică

sau
  

Soluțiile acestui sistem de egalități, împreună cu (6), ne conduc la următoarele două 
serii de condiții
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                       (6) 

pentru ca sistemul (1) să aibă un fascicul din trei drepte invariante de forma  unde  

verifică ecuația   

                                            (7) 

Discriminantul ecuației (7) este 

 
Dacă  atunci ecuația (7) are trei rădăcini distincte  și, prin urmare, sistemul (1) are 

un fascicul din trei drepte distincte   

Ținând cont de invarianța identității  la rotații și la omotetii, pentru a obține cele 

dorite este de-ajuns ca să rezolvăm identitatea dată în condițiile (6), adică 

 

 
sau 

   

Soluțiile acestui sistem de egalități, împreună cu (6), ne conduc la următoarele două serii de condiții 

           (8) 

 
                                                      (9) 
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Așa dar, pentru ca sistemul (1) să aibă linia de la infinit de multiplicitatea doi și un 
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IV.	 PROBLEMA CENTRULUI
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integrabil. 

Demonstrație. În condițiile (8) ecuația (7) arată astfel

                                            (10)

iar în condițiile (9) ea capătă forma

                                       (11)

Presupunând în (10) că  și că  sunt rădăcinile distincte ale lui (10), 
atunci produsul dreptelor invariante  ne duce la expresia

Ușor se verifică că în condițiile (8) funcția  este factor integrant de 

tip Darboux analitic în  și, prin urmare, punctul critic e de tip centru.
Examinăm acum condițiile (9). În ele prima mărime Liapunov ara-

tă astfel . Ținând cont că  egali-
tatea  ne dă  Atunci, sistemul (1) are drep-
tele invariante  
unde  verifică ecuația  coni-
ca  
și factorul exponențial  Acum se poate construi un fac-
tor integrant pentru sistemul (1) și, anume,  , unde 

 
Menționăm, că în expresia lui  nu figurează factorul exponențial 
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Așa dar, pentru ca sistemul (1) să aibă linia de la infinit de multiplicitatea doi și un fascicul din trei 

drepte invariante afine ( 0) este necesar și suficient ca să se verifice una din condițiile (8), (9).  

 

IV. PROBLEMA CENTRULUI 

Teoremă. Orice sistem diferențial cubic de forma (1) ce are un fascicul de trei drepte afine 

invariante și pentru care linia de la infinit e de multiplicitatea nu mai mică ca doi are în originea de 

coordonate  punct critic de tip centru dacă și numai dacă, se anulează prima mărime Liapunov. 

În toate cazurile de centru sistemul este Darboux integrabil.  

Demonstrație. În condițiile (8) ecuația (7) arată astfel 

                                                  (10) 

iar în condițiile (9) ea capătă forma 

                                         (11) 

Presupunând în (10) că  și că  sunt rădăcinile distincte ale lui (10), atunci produsul 

dreptelor invariante  ne duce la expresia 

 
Ușor se verifică că în condițiile (8) funcția  este factor integrant de tip Darboux 

analitic în  și, prin urmare, punctul critic e de tip centru. 

Examinăm acum condițiile (9). În ele prima mărime Liapunov arată astfel 

. Ținând cont că  egalitatea  ne dă  

Atunci, sistemul (1) are dreptele invariante   unde  

verifică ecuația  conica 

 și factorul exponențial  Acum 

se poate construi un factor integrant pentru sistemul (1) și, anume,  , unde 

 Menționăm, că în expresia 

lui  nu figurează factorul exponențial  

Deoarece în spațiul coeficienților sistemului (1) mulțimea coeficienților sistemelor cu centru în 

 este închisă urmează că  va fi centru și atunci când discriminantul  se anulează. 

Teorema este demonstrată. 
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Deoarece în spațiul coeficienților sistemului (1) mulțimea coeficienților sistemelor 
cu centru în  este închisă urmează că  va fi centru și atunci când discriminan-
tul  se anulează.

Teorema este demonstrată.
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