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Summary.In this paper we show that in the class of cubic differential systems with a bundle
of three affine invariant straight lines and the line at infinity of multiplicity two each critical point
with pure imaginary eigenvalues is of the center type if and only if the first Lyapunov quantity
vanish. In all the cases of center the systems are Darboux integrable.
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I. INTRODUCERE
Consideram sistemul cubic de ecuatii diferentiale
k=y+ax®+cxy+ fy*+ kx® + mx’y + pxy®> + ry2 = p(x, y), ¥
= —(x + gx* + dxy + by? + sx® + gx*y + nxy? + Iy?) = q(x,y),
(1
coeficientii caruia se presupun numere reale si (k,l,m,n,p,q,r,s) #0.
Vom presupune ca (1) nu este degenerat, adica gcd ged(p,q) =1
, st la infinit n-are mai mult de patru puncte critice, i.e.
k(x,v) = sx*+ +(k + @)x3y + (m + n)x?y? + (I + p)xy® + ry* £ 0.
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In dependenta de valorile coeficientilor punctul critic (0,0) este pentru sistemul (1)
ori de tip centru, ori de tip focar. Astfel, apare problema centrului, adica a determinarii
acelor conditii asupra coeficientilor lui (1) incat (0,0) sa fie de tip centru. Este bine

cunoscut ca sistemul (1) are in (0,0) centru dacd si numai dacd, marimile Liapunov
Ly, Ly, ..., Ly, ..., corespunzatoare lui (0,0), se anuleaza (vezi [1-5]). Mentionam, ca

marimile Liapunov reprezintd niste polinoame de coeficientii lui (1). La fel, in originea
sistemului de coordonate avem centru daca (1) are in (0,0) integrala prima analitica sau
factor integrant analitic.

Sistemul (1) omogenizat arata astfel

(& = yZ* + (ax® + cxy + fy*)Z + kx® + mx?y + pxy? +ry® = P(x,v,2),y
= —(xZ2 + (gx* + dxy + by*)Z + sx® + gx*y + nxy? + ly3) =Q(x, v, Z).
Introducem notatiile:
Xoo = P(x,y,Z)%+ Q(x,y,Z)% SLEe = P(x,9,7) X0 (Q) — Q(x, ¥, Z) - X0 (P).

Polinomul E, are forma
Ew = Co(x,¥) + C3(0,y)Z + Co(x, )22 + - + G, )25,
unde C;(x,y),j = 2,3,..,8, sunt polinoame in x si y. De exemply,
Co(x,¥) = k(x,y) - C51(x,y), unde
Cr1(x,y) = (kq — ms)x* + 2(kn — ps)x3y + (3kl + mn — pg — 3rs)x?y?+
+2(lm — qr)xy? + (Ip — nr)y*.

Se zice ca pentru (1) linia de la infinit Z = 0 are multiplicitatea vv daca au loc
relatiile {C,(x,y) =0,...,C,(x,¥) =0,C,1(x,v) Z 0} sau, altfel spus, v —1
este cel mai mare numir pozitiv incat Z¥~1 imparte polinomul E,.

Curba algebricd f(x,y) =0, f € C|x,y], (functia f = %' g,h € Clx,y]) se
numeste invarianta (factor exponential) pentru (1) daca existd asa polinom K € C|x, y]

de grad nu mai mare ca doi incat are loc identitatea
ar af — \
3 PEY)+50-q00y) = fxy)K(x,y) 2

v(x,y) € R* (v(x, y) € RA\{(x,¥)|h(x,y) = 0}). in caz particular, dreapta
L=Ax+By+C =0, A,B,C € (C, se numeste invariantd, daca exista asa polinom

K € C|x, y] incat
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A-p(x,y) + B -q(x,y) = (Ax + By + C) - K(x,y) V(x,y) € R
Vom spune ca sistemul diferential (1) este Darboux integrabil, daci el are integrala
prima F (x, y) (factor integrant 4 (x, y)) de forma £, £,/ -+ £,%, unde fij=12,..,1
sunt o totalitate de curbe algebrice invariante si factori exponentiali, iar 4, g5, ..., 0;

sunt numere din C nu toate egale cu zero concomitent.

Studierii sistemelor diferentiale cubice ce au linia de la infinit de anumita multipli-
citate le sunt consacrate lucrarile [6-11]. In aceastd lucrare vom arita ca pentru sistemele
cubice (1) ce au un fascicul de trei drepte afine invariante si pentru care linia de la infinit
e de multiplicitatea nu mai mica ca doi punctul critic (0,0) e de tip centru.

II. INVARIANTA LA ROTATII A POLINOMULUI €54
Efectuand in (1) transformarea de rotatie
X = xcosp + ysing,Y = —xsing + ycosg, (3)
obtinem sistemul diferential

(X =Y +AX? + CXY + FY? + KX® + MX?Y + PXY? + RY3, ¥ = —(X+ GX? +DXY +BY? +5x° +
QX’Y + NXY? + LY®),
(4)

unde
A= acos®p + (c — g)cos?psing — (d — f)cospsin’e — bsindp,C = ccosp — (2a + d — 2f)cos*psing

F = fcos3@ — (b + c)cos?psing + (a + d)cospsin?e — gsindo,

K=kcos*@+(m—s)cos®psinp+(p—q)cos?psin?e—(n—r)cospsin®p—Isin*p,M=mcos*@—(3k—2p+q

)

Remarca 1. Expresiile pentru coeficientii B, D, G,L, N, Q, S ai sistemului (4) se
obtin respectiv din expresiile de mai sus ale lui A,C,F,K, M, P, R daca in ultimele se
efectueaza substitutiile

aeobceoedfoeoghkelmenpeqrese——e.

Consideram polinomul in X siY:
Co,(X,Y) = (KQ — MS)X* + 2(KN — PS)X3Y + (3KL + MN — PQ — 3RS)X?Y? +

+2(LM — QR)XY3 + (LP — NR)Y*.

Inlocuind in €, (X, Y) expresiile lui K, L, M, N, P, Q, R, S, X si YY (vezi (5), Re-
marca 1 si (3)), obtinem in variabilele x, y si coeficientii k,{,m,n,p, q,r, s ai siste-
mului initial (1) polinomul C,, (x,y). Aceasta si inseamna ca in virtutea sistemului (1)
polinomul 5, (x, ¥) este invariant la transformarile de rotatie a planului fazic.
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III. CONDITIILE DE EXISTENTA CONCOMITENTA A FASCICULULUI
DE DREPTE INVARIANTE AFINE SI A LINIEI DE LA INFINIT DE
MULTIPLICITATEA DOI

Tinand contca C,(x,y) = k(x,y) - C3,(x,y) sidepresupunereaciak(x,y) # 0,
linia de la infinit va avea pentru sistemul (1) multiplicitatea doi, daca se verifica in x si

v identitatea
Cy1(x,y) =0.

Fie My (xg, yo) punctul de intersectie al unui fascicul de drepte afine L;. Indiferent
daca dreptele L; sunt toate reale sau printre ele sunt si efectiv complexe, punctul M,
are coordonatele reale. Printr-o rotatie a planului de faze putem face ca M, sa coincida
cu punctul (0,1) de pe axa ordonatelor. Avand in vedere ca aceasta axa nu este pentru
sistemul diferential (1) invariantd si de perspectiva ca dreptele fasciculului sunt inva-
riante, devine clar cd se cere ca oricare dreapta a fasciculului sa fie descrisa de ecuatia
L=y—-5x—1=0.

In [1, p. 48] se aduce urmitorul set de conditii

a=1f=-2k=gn=-d-1l=-bp=b—cr=1s5=0(6)

pentru ca sistemul (1) sd aibd un fascicul din trei drepte invariante de forma
L =y —Sx — 1,unde § verificd ecuatia

§3—cS?+(m—-d-1)S+g+q=0.(7)

Dlscrlmlnantul ecuatiei [57) este
A=c’(m—d—-1)"—4(m—d—-1)>+4c3(g+q) —18c(m —d — 1)(g + q) — 27(g + q)>.

Daca A+ 0, atunci ecuatia (7) are trei radacini distincte Sy, S5, S3 si, prin urmare,
sistemul (1) are un fascicul din trei drepte distincte L; = y — §;x — 1,5 = 1,2,3.

Tinand cont de invarianta identitatii C,, (x, y) = 0 la rotatii si la omotetii, pentru a
obtine cele dorite este de-ajuns ca sa rezolvam identitatea data in conditiile (6), adica

gqx*—2(d + 1)gx3y — 3bg + (d + 1)m + (b — c)q)x%y? — 2(bm + q)xy> —

—(b(b—c)—d—1y*=

sau
9g9=0,g(d+1)=03bg+(d+1)m+(b—c)g=0bm+q=0,
b(b—c)—d—-1=0.
Solutiile acestui sistem de egalitati, impreuna cu (6), ne conduc la urmatoarele doua
serii de conditii
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a=1b=0d=-1,f=-2k=9g1l=0n=0p=—qg=0r=1,5=0; (8
a=1,d=bh*—bc—1,f=-2,g=0,k=0,l=-bn=b(c—b),p=hb—c,
g=-bmr=15=0,b#0. )

Asa dar, pentru ca sistemul (1) sa aiba linia de la infinit de multiplicitatea doi si un
fascicul din trei drepte invariante afine (A#0) este necesar si suficient ca sa se verifice
una din conditiile (8), (9).

IV. PROBLEMA CENTRULUI

Teorema. Orice sistem diferential cubic de forma (1) ce are un fascicul de trei
drepte afine invariante si pentru care linia de la infinit e de multiplicitatea nu mai micd
ca doi are in originea de coordonate (0,0) punct critic de tip centru dacd si numai dacd,
se anuleazd prima mdrime Liapunov. In toate cazurile de centru sistemul este Darboux
integrabil.

Demonstratie. In conditiile (8) ecuatia (7) arata astfel

§3—cS?+mS+g=0, (10)
iar in conditiile (9) ea capata forma
S=Db)S?+(h—c)S+m)=0. (11)
Presupunand in (10) ca A# 0 si cd Sy, S, S3 sunt rddécinile distincte ale lui (10),
atunci produsul dreptelor invariante Lj =y— ij —1,j = 1,2,3, ne duce la expresia
d(,y) = —1—cx+ 3y —mx? + 2cxy — 3y% + gx® + mx?y — cxy? + y3.

1

dxy)
tip Darboux analitic in (0,0) si, prin urmare, punctul critic e de tip centru.

Usor se verifica cd 1n conditiile (8) functia u(x, y) = este factor integrant de

Examinim acum conditiile (9). In ele prima mirime Liapunov ara-
ta astfel L; =b(—1+hb*—bc+m). Tinind cont ci b #0, -egali-
tatea L; =0 ne di m=bc—b"2+ 1. Atunci, sistemul (1) are drep-

tele invariante Li=y—bx—1L=y—-Sx—1,j=23,
unde S;  verificd  ecuatia S+ (b—-c)S+bc—b*+1=0, coni-
ca Y(x,y)= 1+ (b*—bc—2)y + (b* — bc — 1)(bx — y)y

si factorul exponential f, =e® 7P, Acum se poate construi un fac-

tor integrant pentru sistemul (1) i, anume, u(x,y)= LL—llp , unde
23

Lys=1Li"Ly=1+(c—b)x —2y+ (1 —b%+ bc)x? + (b — c)xy + y2.

Mentionam, ca in expresia lui u(x, y) nu figureaza factorul exponential f,.
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Deoarece in spatiul coeficientilor sistemului (1) multimea coeficientilor sistemelor

cu centru in (0,0) este inchisa urmeaza ca (0,0) va fi centru si atunci cand discriminan-
tul A se anuleaza.
Teorema este demonstrata.
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