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Summary. The article analyzes the influence of the non-linear terms of the restoring force
at large deviations from the equilibrium position of an oscillating body (non-linear oscillator).
Particularly, it is demonstrated, in an accessible way,that the oscillations of the anharmonic
oscillator drastically differ from thoseof a harmonic one. The main reason lies in the fact the
oscillator frequency ofthe nonlinear oscillator, at large deviations, begins to depend on the am-
plitudeof the oscillations.
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INTRODUCERE

Oscilatorii sunt sisteme fundamentale in fizica, regasindu-se intr-o gama larga de
fenomene naturale si aplicatii tehnologice. De la oscilatiile unui pendul simplu pana
la vibratiile atomilor intr-un cristal, intelegerea comportamentului oscilatorilor este
esentiala pentru a descifra legile universului. Printre acesti oscilatori, se disting doua
categorii principale: oscilatorii armonici si oscilatorii anarmonici.
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Majoritatea fenomenelor si proceselor 1in naturd se repetd. Daca repetarea are
loc peste un timp neschimbat, numit perioada, atunci marimile fizice ce caracterizeaza
aceasta repetare efectueaza oscilatii periodice.

Oscilatorul armonic este cel mai simplu tip de oscilator, caracterizat printr-o
miscare periodica , cand forta de revenire respecta legea lui Hooke. Conform acesteia
forta exercitatd de un resort elastic este proportionala cu deplasarea acestuia fata de
pozitia de echilibru si este orientata in sens opus deplasarii. Matematic, aceasta relatie
este exprimata prin formula F,, = —kx, unde keste constanta elastica a resortului, iar x
este abaterea fata de echilibru.

Solutia ecuatiei de miscare pentru un oscilator armonic simplu este o functie si-
nusoidala, descrisa prin x = A cos(w t + ¢), unde AA este amplitudinea, ww este
frecventa unghiulara si ¢¢ este faza initiala. Oscilatorul armonic are proprietatea re-
marcabila cd perioada si frecventa oscilatiilor sunt independente de amplitudine, ceea
ce Inseamna cé oscilatiile raman regulate si predictibile, indiferent de cat de mare este
amplitudinea miscarii.

In contrast, oscilatorul anarmonic se abate de la comportamentul simplu al osci-
latorului armonic. In practica, majoritatea sistemelor fizice prezinti anarmonism, adica
fortele care actioneaza asupra lor nu sunt perfect liniare in raport cu deplasarea. Astfel,
ecuatiile de miscare devin mai complexe si nu mai pot fi solutionate simplu prin functii
sinusoidale.

Oscilatorii anarmonici sunt descrisi de ecuatii de miscare de forma
E, = —kx + f(x(t)) unde termenul f(x(t)) introduce nelinearitatea sistemului.
Aceasta nelinearitate poate duce la o dependenta a frecventei de amplitudine, ceea ce
inseamna cd oscilatiile devin mai complexe si pot include fenomene precum bifurcatiile
si comportamentul haotic la amplitudini mari.

In lumea reala, oscilatiile armonice si anarmonice au aplicatii variate si cruciale. De
exemplu, in inginerie, oscilatorii armonici sunt utilizati pentru a modela comportamentul
sistemelor mecanice si electrice, de la amortizoarele de socuri ale masinilor pana la cir-
cuitele oscilatoare din dispozitivele electronice. Pe de alta parte, oscilatorii anarmonici
sunt esentiali pentru intelegerea comportamentului moleculelor in chimia cuantica si
pentru studiul sistemelor dinamice complexe, cum ar fi clima si ecologia.

Pentru a suplini pierderile de energie din miscarile oscilatorii amortizate se
actioneaza din exterior. Daca aceasta actiune este puternica apar oscilatii anarmonice ce
descriu efecte nelineare. Se va ardta ca miscarea periodicd anarmonica poate fi prezenta-
ta ca o suma de oscilatii armonice cu diverse frecvente.

Sub actiunea exterioara devierile de la pozitia de echilibru devin mari si in expre-
sia fortei de restabilire trebuie luati in considerare urmatorii termeni din dependenta
ei ca functie de abaterea lui de la pozitia de echilibru. Ne vom limita aici numai la un
singur termen si atunci forta de restabilire va deveni F, =-kx - max’. Aici m este
masa oscilatorului. Ultimul termen reprezintd o perturbatie a oscilatorului armonic
iar constanta pozitivd a caracterizeaza influenta nelinearitatii. Vom utiliza de relatia
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intre forta si energia potentiald U a sistemului F = _8_ si dupd integrare avem
1 1 : . X . .
U(x)= —J.Ecdx = Em(ng X+ gmax3 . Din expresia acestei energii potentiale se vede

ca particula de masa m nu se mai afla in groapa potentiald parabolica ci Intr-o groapa
ce deviaza tot mai mult de la cea parabolicd pe masura devierii fortei de la cea elastica.
Sub actiunea acestei forte corpul oscilant numai poate efectua oscilatii armonice, deci
oscilatorul devine anarmonic.

MATERIALE SI METODE

Vom analiza ecuatia diferentiald care descrie miscarea electronului intr-un mediu
dielectric sub actiunea campului electric de-a lungul axei x:
E (t) = E, exp(—iot) +c.c = E(t) 4),
care va lua forma
F2y%+olx+ax’ = —SeE(t)
m > (5 )
unde e si m sunt sarcina si masa electronului C.C. nsemna complex conjugata primii
parti. Solutia analitica acestei ecuatii pana in prezent nu se cunoaste. Vom presupune
ca amplitudinea campului electric £ si constanta ¢ iau valori mici proportionale cu un
parametru mic € . Dupa cum s-a constatat [1] aceasta presupunere conduce la solutii
aproximative mult mai apropiate de cele exacte. Orice solutie periodicd cu perioada
minima 27 a ecuatiei (5) poate fi dezvoltata dupa puterile parametrului mic € 1intr-o
serie de forma

x(t,e)=ex, () +£°x, () +€°x,(t) + ..., (6)

ai carei coeficienti x; (f) sunt functii periodice cu perioada 21 i care este convergenta
pentru € suficient de mic. Inlocuind expresia (6) in ecuatia (5) si egaland coeficientii pe
langa aceleasi puteri ale lui € obtinem ecuatiile

5, (1) + 2%, (1) + 02, (1) = —— E(t) (7.1)
m

5, (1) + 275, (6) + 02, (1) + alx, () =0 (7.2)

% (0) + 2y %, (1) + 02 x, (1) + 2ax, (£)x, (1) = 0 (7.3)

Rezolvam doar ecuatia (7.1) iar posibilele solutii a ecuatiilor (7.2) si (7.3) le vom ana-
liza calitativ studiind reactia dielectricului la actiunea cAmpului E(¢) = E, exp(~i®,?) . In
partea dreaptd a ecuatia (7.1) va figura factorul exp(—i®,t) pentru a il exclude reprezen-
tam solutia sub forma

x,(t) =U,(t) exp(—iwt) . (8)
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Inlocuind aceasta substitutie in ecuatia (7.1) obtinem ca prima derivata U, ,(¢) intra
cu coeficientul +2(y —i®,?) si pentru a reduce acest termen din noua ecuatie folosim
substitutia

U,(#) =U(t)exp[—(y —im?)] 9)
si atunci obtinem urmatoarea ecuatie diferentiala pentru U(?)
U+0°U =< E exp[(y —io, )] (10).
m

Pentru a rezolva aceasta ecuatie utilizim metodele variatiei constantelor si Lagran-
ge, anume, rezolvam ecuatia (10) fard partea dreaptd, considerand constantele depen-
dente de timp U(¢) = C, ()X, (1) + C, (1) X, (¢) = C, exp(—im,t) + C, exp(+i® t) si

atunci conform teoriei Lagrange
CX, +C,X, =0

CX, +CX, =—2E exp[(y —iw, )] ori
m

Ce P +Ce+"”’—0

C e—iw“t N C e+i(n”t —__° E e(y iy )t
1 2
l(D m

rezolvand acest sistem de ecuatii obtinem

ieE, exp[(y —im, +in, )] i
2m('0a ’Y _i((’ol _wa) ’

Cl(t):_

ieE, exp[(y —im, —iw, )t]
2mw, Y —i(®+,)

G, (t)— (1D

Avand acesti coeficienti putem scrie solutia ecuatiei neomogene (10) ca suma
solutiilor ecuatiei omogene( £, =0) si celei particulare a ecuatiei neomogene( £, # 0)
U(t) = Aexp(—io,t) + Bexp(im,t) + C, () exp(—im, t) + C, () exp(io,?) .
Luand in considerare expresiile (8), (9) si (11) obtinem solutia ecuatiei (7.1)
x,(t) = Aexp[—(y +i® )t + Bexp[—(y —i® )t]——E exp(—im,t) (12)

cu E =FE, / (0)0 21’\(0)1) unde primii doi termem reprezintd solutia ecuatiei
omogene (cu E = O) si ultimul cea particulara.

Din expresia (12) reiese ca din faptul periodicitatii fortei perturbatoare
F, =-ekE, exp(—im,¢) oscilatorul participd concomitent la doud oscilatii. Primii doi
termeni descriu oscilatiile libere amortizate care in timp de cateva perioade dispar (tin-
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zand la zero exponential), descriind un proces tranzitoriu la oscilatiile neamortizate per-
manente cu frecventa egala cu cea a fortei perturbatoare. Acest fapt constitue un caz par-
ticular al teoremei fizicii clasice(nu si celei cuantice), ca oscilatiile fortate au frecventa
fortei perturbatoare.

REZULTATE SI DISCUTII

Vom folosi de rezultatul obtinut si vom analiza reactia dielectricului la actiunea
campului electric E(t) = E, exp(—i®,t) . Dielectricul fiind electric neutru totusi poseda
proprietati electrice. In prima aproximatie molecula dielectricului poate fi considerata
dipol electric. Sub actiunea fortei perturbatoare ¥ sarcinile dipolului(in special electro-
nii de valentd) vor efectua oscilatii, miscandu-se cu acceleratia a = F,, / m = X, (¢) , ra-
diind camp electromagnetic de aceeasi frecventa ®, .Prin urmare, in dielectric in afara de
campul exterior ce 1l polarizeaza mai apare un camp, radiat de dipoli. Ultimul camp este
orientat preponderent in sens opus celui exterior, conform legii conservarii energiei.

Dacé rezolvam ecuatia (5) in urméatoarea aproximatie, ce corespunde ecuatiei (7.2),
in care figureaza termenul [xl(t) ]2 am fi obtinut ca in acest dielectric ar mai fi aparut, ala-
turi de campul electromagnetic de frecventa @, si un camp cu frecventa 2, cu ampli-
tudinea proportionala lui , € E Y unde a este coeficientul anarmonicitatii. Propagarea
acestei oscilatii ar fi dat nastére unei unde de frecventd dubla care este numitd armonica a

doua, fiind o manifestare a efectului nelinear, care este rezultatul dependentei frecventei
de amplitudinea(de valoarea elongatiei) oscilatiei ” (x) = Q)g +0ox+ |3x2 +... In lip-
sa neliniaritatilor(c, B,... = 0) oscilatorul este numit linear. In cazul unui asa oscilator
fenomenul rezonantei poate avea loc la o frecventa aproape de cea proprie (®,), pe
cand in cazul celui nelinear rezonanta poate avea loc si la frecvente apropiate de cele a
armonicilor. In ambele cazuri sistemul oscilant absoarbe energie de la sursa exterioara
in momentele coincidentei fazei sale cu cea a fortei exterioare, marindu-si amplitudinea
deci si energia proprie. Oscilatiilor cu amplitudini mari le corespunde alte frecvente in
virtutea dependentei nelineare ®(A) = ®(x).Oscilatorul devine ne izocron, la diverse
valori a amplitudinilor el va oscila cu diferite frecvente. Ca rezultat, sistemul iese din
rezonantd si incepand de la o oarecare valoare a amplitudinii nu mai simte actiunea
fortei exterioare.

La amplitudini mici curbele de rezonanta A(®) a oscilatorului linear(a=0) repre-
zintd dependente univoce si sunt cu atat mai inalte si nguste cu cat coeficientul amorti-
zarii} este mai mic. Pe masura cresterii amplitudinii creste frecventa proprie. La am-
plitudini mari, curbele de rezonantd devin functii neunivoce si incepand cu o anumita
amplitudine a fortei exterioare mare sistemul poate oscila stabil cu doua ori mai mul-
te amplitudini diferite, manifestand efectul de bistabilitate ori multistabilitate. Curba
A(®) are o comportare asemenea buclei de histerezis a feromagnetului [2]. O astfel de
comportare bistabild poate fi folositd in circuitele logice cu doud stari stationare stabile
de lucru, care pot fi considerate zero si unu.
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Analizand solutiile ecuatiilor (7.1) si (7.2) observam céd miscarea periodica anar-
monici poate fi prezentati ca o sumia de oscilatii armonice cu diverse frecvente. Intr-
adevar, in ecuatia (7.3) figureaza terminul nelinear 2ax, (¢#)Lx, (¢) [3], care in solutie vor
da nastere la oscilatii cu frecventele ®, £ ®,, propagarea carora vor provoca aparitia
undelor cu astfel de frecvente aldturi de undele cu frecventele ®, si2®,

CONCLUZII

Studiul oscilatorilor anarmonici prezintda provocdri semnificative datoritd
nelinearitatilor implicate. Totusi, progresele recente in calculul numeric si in metodele
analitice au permis cercetatorilor sa obtina rezultate remarcabile in intelegerea si con-
trolul acestor sisteme. Simularile pe calculator si experimentele de laborator ofera per-
spective noi asupra modului in care nelinearitatile influenteaza dinamica sistemelor si
deschid calea pentru inovatii tehnologice in diverse domenii, de la materiale avansate la
tehnologiile de telecomunicatii. Totodata, pentru identificarea efectului fizic al termenu-
lui nelinear este necesar si se dezvolte o metoda analiticd aproximativa. In lucrare a fost
analizatd miscarea electronului intr-un mediu dielectric, considerand termenul nelinear
mic si au fost obtinute solutiile ecuatiei de miscare.
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