ASUPRA 7-T-QUASIGRUPURILOR
Dina CEBAN

Multimea nevidd Q si operatia binard ,,””, definitd pe Q, formeazd un
quasigrup, daci ecuatile a-x=b si y-a=b au solutie unica
pentru V a,b € Q[1,3]. Un quasigrup (Q,) se numeste 7 quasigrup daca
existd un grup abelian (Q,+), doud automorfisme @,/ ale lui i un element
g €0 astfel incat x-y=p(x)+w(y)+g, Vx,y Q. In acest caz, upla
(Q,+),0,, g) se numeste 1" -forma, iar grupul (Q,+) se numeste 7 -grup
al T -quasigrupului (Q,-)[4-6]. Quasigrupurile care verifica identitdti
minimale din clasificarea lui Belousov se numesc m-quasigrupuri [2]. Un
quasigrup (Q,7) se numeste m-quasigrup de tipul 7], dacd, pentru
Vx,y € O, este adevarata egalitatea

x-(x-xp)=y. (1)

In lucrarea prezenti sunt descrise n-quasigrupurile de tipul 71 care sunt §i
T -quasigrupuri (7 — 1" — quasigrupurile). Fie (Q,-) un T-quasigrup cu T-
forma ((Q,+),,w,g). Atunci, pentru Vx, y € Q, are loc egalitatea

xy=px)+y(y)+g- )

Propozitia 1. Un T-quasigrup (Q,1)) cu T-forma ((Q,+),@,\/, ) este
un 7T —T — quasigrup de tipul T, daca si numai daca

W =csiy tyt+e=o, 3)
unde @ este endomorfismul nul.

Demonstratie. Fie (Q,-) un 77 —1 — quasigrup de tipul T1 Prin urmare,
" verifica (1). Utilizind (2) 1n egalitatea (1), obtinem:
() +y (p(x)+y (P(x)+y () +g)+g)+g =y. Deoarece ¢,y e Aur(Q.+),
din ultima egalitate rezulta

@) +y () + Y p(x) +y (N +y (@) +y (g +g = y. )

Luand x = y =01n (4), unde O este elementul neutru al grupului (Q,+),
obtinem y’(g)+w(g)+g=0, deci (4) este echivalentdi cu

o(X)+yo(x)+y p(x)+y’(y) = v, de unde, luand pe rand y =0, apoi

146



x=0, obtinem egalitaitile y’(y)=y,VyeQ si,  respectiv,
P(x)+ye(x)+y p(x) =0, VxeQ, deci yP=¢ si e+y+y =o.
Reciproc, fie (Q,+) un T -quasigrup cu T -forma ((Q,+),@,y,g) si fie ci
v =¢, y +y+&=o. Atunci avem:
x-(x-xy) = () +y (@) +y ((x) +y () +g)+ g)+ g =
= p(x) +yp(x) +y o)+ (N +y (@) +y(g) +g =
(E+y +y )Mo+’ (N + (e+y +y )@=y,

Vx,y €Q), deci, (Q,") este un n-quasigrup de tipul 7;. Q

Propozitia 2. Un 77— 1 —quasigrup (Q,-) de tipul 7;, cu T -forma
(Q,4),p,w,g) este un  LIP-quasigrup, daca =g  iar
A(x)=—x—¢ '(2g), unde L €S, si Ax-xy=y, Vx,ye(.

Demonstrafie.  Dacd  (Q,) este un LIP-quasigrup, atunci
existd 1:0 — O, astfel incat A(x)-xy =y, Vx,y € Q. Utilizand (2) in
ultima egalitate, avem: A(x)-(p(x)+w(y)+g)=y =

PAX) +yp(x)+y (V) +y(g)+g=y. (5)
Luand y =0 in (5), obtinem
PAX) +yp(x)+y(g)+g =0, (6)

Vx € Q, iar utilizand ultima egalitate in (5) avem: Wz = & . Mai mult, din
(6) rezultd A(x) =9 ' (—wp(x)—w(g)-g). Din (3)si l//2 =& rezultd ca
W =¢&,deci A(x)=—x—0 '(29).

Corolar. Orice LIP — —T —quasigrup de tipul T este medial.

Demonstratie. Conform propozitiei 2, in T-forma
LIP— 7 —T —quasigrupului (Q,-)de tipul 7;, avem W =&, ceea ce
implicd @y = w@, deci (Q,") este medial. Q

Nota. Are loc si afirmatia corespunzitoare pentru RIP -quasigrupuri: un
7t —T — quasigrup de tipul 7], cu T -forma ((Q,+),,,g) este un RIP -

: y 2 : _
quasigrup  dacd " =&, dar  p(x)=y (e (x)-0(g)-g),
unde pe S, si yx-px=y, Vx,y €. Exemplele urmatoare arata ca
clasa LIP—7 —T — si RIP - —T — quasigrupurilor nu sunt vide.
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Exemplul 1. T -forma ((Z,.,+),p,¢,4), unde @(X) =3x, Vxe Z,.,,
defineste un LIP — 7z — T — quasigrup de ordinul 17.

Exemplul 2. T -forma ((Z,,+),9,¢,3), unde @(x) = 6x, W(x)=2x,
Vx eZ,, defineste un RIP — 7 —T — quasigrup de ordinul 7.

Propozitia 3. Un grup abelian (Q,+) esteT -grupul unui
LIP — 7w —T —quasigrup de tipul T, dacd si numai daca (Q,+) verifica
egalitatea 3x =0,Vx e Q.

Demonstratie. Fie (Q,+) un 7-grup al unui L/P -z —T —quasigrup (0,
de tipul 7] cu T -forma ((Q,+),p,y,g). Din conditiile propozitiilor 1 si 2,
rezultd cd w=e si v ty+e=0, deci
& +e+e=0=x+x+x=0=3x=0, Vxe Q. Reciproc, fie (0,+) un grup
abelian nilpotent de gradul 3 si fie ¢ e 4ut(Q,+), g Q. Atunci, conform
propozitiilor 1 si 2, T -quasigrupul (Q,-) cu I’ -forma ((Q,+),¢,&,g), este
un LIP — 7 — quasigrup de tipul 7. Q

Consideram operatia °”” definita in felul urmator:

Xoy=x-yx, Vx,yeQ.

Propozitia 4. Fie (Q,)) un LIP—7—T —quasigrup de tipul 7} cu T-
SJorma ((Q,+),0,&,8). Perechea (Q,°), unde xoy=x-yx, Vx,y€Q, este
un quasigrup, daca si numai daca @+ & este o functie bijectiva.

Demonstratie. Pentru 4 j c 0, considerdm ecuatiile aox=» si xoa=b:
acx=bsa-xa=b< pla)+(p(x)+a+g)=b= p(x)=b—a—-p(a)-2g <

ex=¢ ' (b-a-g(a)-2g);
xca=bo x-ax=b< p(x)+(p(a)+x+g)=bS p(x)+x=b—-p(a)-2g <
S (p+e)x=b—p(a)-2g.

Solutia ecuatiei gox =5 existd si este unica, deoarece ¢ este functie
bijectiva. lar solutia ecuatiei xoq =5 existd §i e unica, dacd si numai daca
functia @+ ¢ este bijectiva. Q

Observam cd (Q,°), unde xoy=(p+&)x+@(y)+2g , este un T-quasigrup.

Propozitia 5. Orice LIP—7—T —quasigrup de tipul T, cu T-forma

(Q,4),p,&,g) are unitate la stinga f =@ (-g).
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Demonstratie. Intr-adevar, luand f=¢"'(-2),

obginem:yzf-yz(p(f)+y+g:>¢7(f)=—g =
f=¢"(-g), VyeQ, deci f este unitate la stanga Q.
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