
146 

 

ASUPRA π-T-QUASIGRUPURILOR 
Dina CEBAN 

Mulţimea nevidă Q şi operaţia binară „·”, definită pe Q, formează un 
quasigrup, dacă ecuaţiile a x b⋅ =  şi y a b⋅ =  au soluţie unică 
pentru ,a b Q∀ ∈ [1,3]. Un quasigrup ( , )Q ⋅  se numeşte T quasigrup dacă 
există un grup abelian ( , )Q + , două automorfisme ,ϕ ψ  ale lui şi un element 
g Q∈  astfel încât ( ) ( ) , ,x y x y g x y Qϕ ψ⋅ = + + ∀ ∈ . În acest caz, upla 
(( , ), , , )Q gϕ ψ+ se numeşte T -formă, iar grupul ( , )Q +  se numeşte T -grup 
al T -quasigrupului ( , )Q ⋅ [4-6].   Quasigrupurile care verifică identităţi 
minimale din clasificarea lui Belousov se numesc π-quasigrupuri [2].  Un 
quasigrup ( , )Q ⋅  se numeşte π-quasigrup de tipul 1T , dacă, pentru 

,x y Q∀ ∈ , este adevărată egalitatea  
( ) .x x xy y⋅ ⋅ =                                                                (1) 

În lucrarea prezentă sunt descrise π-quasigrupurile de tipul 1T  care sunt şi 

T -quasigrupuri ( Tπ − − quasigrupurile).  Fie ( , )Q ⋅  un T-quasigrup cu T-
forma (( , ), , , )Q gϕ ψ+ . Atunci, pentru ,x y Q∀ ∈ , are loc egalitatea 

( ) ( )x y x y gϕ ψ⋅ = + + .                                                      (2) 
Propoziţia 1. Un T-quasigrup (Q,�) cu T-forma (( , ), , , )Q gϕ ψ+  este 

un Tπ − − quasigrup de tipul 1T  dacă şi numai dacă  
3ψ ε=  şi 2ψ ψ ε ω+ + = ,                                         (3) 

unde ω  este endomorfismul nul.  
Demonstraţie.  Fie ( , )Q ⋅  un Tπ − − quasigrup de tipul 1T . Prin urmare, 

„·” verifică (1). Utilizând (2) în egalitatea (1), obţinem: 
( ) ( ( ) ( ( ) ( ) ) ) .x x x y g g g yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ+ + + + + + =  Deoarece , ( , )Aut Qϕ ψ ∈ + , 

din ultima egalitate rezultă 
2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .x x x y g g g yϕ ψϕ ψ ϕ ψ ψ ψ+ + + + + + =                   (4) 

Luând 0x y= = în (4), unde 0 este elementul neutru al grupului ( , )Q + , 
obţinem 2 ( ) ( ) 0g g gψ ψ+ + = , deci (4) este echivalentă cu 

2 3( ) ( ) ( ) ( )x x x y yϕ ψϕ ψ ϕ ψ+ + + = , de unde, luând pe rând 0y = , apoi 
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0x = , obţinem egalităţile 3 ( ) ,y y y Qψ = ∀ ∈  şi, respectiv, 
2( ) ( ) ( ) 0x x xϕ ψϕ ψ ϕ+ + = , x Q∀ ∈ , deci 3ψ ε=  şi 2ε ψ ψ ω+ + = . 

Reciproc, fie ( , )Q ⋅  un T -quasigrup cu T -forma (( , ), , , )Q gϕ ψ+  şi fie că 
3ψ ε= , 2 .ψ ψ ε ω+ + =  Atunci avem:  

( ) ( ) ( ( ) ( ( ) ( ) ) )x x xy x x x y g g gϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ⋅ ⋅ = + + + + + + =  
2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x y g g gϕ ψϕ ψ ϕ ψ ψ ψ= + + + + + + =   

2 3( )( ( )) ( )x yε ψ ψ ϕ ψ+ + + +  2( )( )g yε ψ ψ+ + = , 

,x y Q∀ ∈ , deci, ( , )Q ⋅  este un π-quasigrup de tipul 1T .  Ω 

Propoziţia 2. Un Tπ − − quasigrup ( , )Q ⋅ de tipul 1,T  cu T -forma 

(( , ), , , )Q gϕ ψ+  este un LIP -quasigrup, dacă ,ψ ε=  iar 
1( ) (2 )x x gλ ϕ−= − − , unde QSλ∈  şi  x xy yλ ⋅ = , ,x y Q∀ ∈ . 

Demonstraţie. Dacă ( , )Q ⋅  este un LIP -quasigrup, atunci 
există : ,Q Qλ → astfel încât ( )x xy yλ ⋅ = , ,x y Q∀ ∈ . Utilizând (2) în 
ultima egalitate, avem:  ( ) ( ( ) ( ) )x x y g yλ ϕ ψ⋅ + + = ⇒  

2( ) ( ) ( ) ( )x x y g g yϕλ ψϕ ψ ψ+ + + + = .                        (5) 
Luând 0y =  în (5), obţinem  

( ) ( ) ( ) 0x x g gϕλ ψϕ ψ+ + + = ,                                         (6) 

x Q∀ ∈ , iar utilizând ultima egalitate în (5) avem: 2ψ ε= . Mai mult, din 

(6) rezultă 1( ) ( ( ) ( ) )x x g gλ ϕ ψϕ ψ−= − − − . Din  (3) şi 2ψ ε=  rezultă că 

ψ ε= , deci 1( ) (2 ).x x gλ ϕ−= − −     
Corolar. Orice LIP Tπ− − − quasigrup de tipul 1T  este medial. 
Demonstraţie. Conform propoziţiei 2, în T-forma 

LIP Tπ− − − quasigrupului ( , )Q ⋅ de tipul 1T , avem ,ψ ε=  ceea ce 

implică ,ϕψ ψϕ=  deci ( , )Q ⋅  este medial.  Ω 
Notă. Are loc şi afirmaţia corespunzătoare pentru RIP -quasigrupuri: un 
Tπ − − quasigrup de tipul 1,T  cu T -forma (( , ), , , )Q gϕ ψ+  este un RIP -

quasigrup dacă 2ϕ ε= , iar 1( ) ( ( ) ( ) )x x g gρ ψ ϕψ ϕ−= − − − , 

unde QSρ ∈  şi  yx x yρ⋅ = , ,x y Q∀ ∈ . Exemplele următoare arată că 

clasa LIP Tπ− − −  şi RIP Tπ− − − quasigrupurilor nu sunt vide.  
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Exemplul 1. T -forma 17(( , ), , , 4)ϕ ε+Z , unde ( ) 3 ,x xϕ =  17x∀ ∈Z , 

defineşte un LIP Tπ− − − quasigrup de ordinul 17. 
Exemplul 2. T -forma 7(( , ), , , 3)ϕ ε+Z , unde ( ) 6 ,x xϕ =  ( ) 2x xψ = , 

7x∀ ∈Z , defineşte un RIP Tπ− − − quasigrup de ordinul 7. 

Propoziţia 3. Un grup abelian ( , )Q +  esteT -grupul unui 

LIP Tπ− − − quasigrup de tipul 1T  dacă şi numai dacă ( , )Q +  verifică 
egalitatea 3 0,x x Q= ∀ ∈ .  

Demonstraţie. Fie ( , )Q +  un T -grup al unui LIP Tπ− − −quasigrup ( , )Q ⋅  

de tipul 1T  cu T -forma (( , ), , , ).Q gϕ ψ+  Din condiţiile propoziţiilor 1 şi 2, 
rezultă că ψ ε=  şi 2 0,ψ ψ ε+ + =  deci 

2 0 0 3 0, .x x x x x Qε ε ε+ + = ⇒ + + = ⇒ = ∀ ∈  Reciproc, fie ( , )Q +  un grup 
abelian nilpotent de gradul 3 şi fie ( , ),Aut Q g Qϕ∈ + ∈ . Atunci, conform 
propoziţiilor 1 şi 2, T -quasigrupul ( , )Q ⋅  cu T -forma (( , ), , , )Q gϕ ε+ , este 

un LIP π− − quasigrup de tipul 1T .  Ω 
Considerăm operaţia ”◦” definită în felul următor: 

, , .x y x yx x y Q= ⋅ ∀ ∈o                                                              

Propoziţia 4. Fie ( , )Q ⋅  un LIP Tπ− − −quasigrup de tipul 1T  cu T-
forma (( , ), , , ).Q gϕ ε+  Perechea (Q,◦), unde , ,x y x yx x y Q= ⋅ ∀ ∈o ,  este 
un quasigrup, dacă şi numai dacă ϕ ε+  este o funcţie bijectivă. 

Demonstraţie. Pentru ,a b Q∈ , considerăm ecuaţiile a x b=o  şi x a b=o : 
( ) ( ( ) ) ( ) ( ) 2a x b a xa b a x a g b x b a a gϕ ϕ ϕ ϕ= ⇔ ⋅ = ⇔ + + + = ⇔ = − − − ⇔o  

1( ( ) 2 );x b a a gϕ ϕ−⇔ = − − −  
( ) ( ( ) ) ( ) ( ) 2x a b x ax b x a x g b x x b a gϕ ϕ ϕ ϕ= ⇔ ⋅ = ⇔ + + + = ⇔ + = − − ⇔o  

( ) ( ) 2 .x b a gϕ ε ϕ⇔ + = − −  
Soluţia  ecuaţiei a x b=o  există şi este unică, deoarece φ este funcţie 

bijectivă. Iar soluţia  ecuaţiei x a b=o  există şi e única, dacă şi numai dacă 
funcţia ϕ ε+  este bijectivă.   Ω 

Observăm că (Q,◦), unde ( ) ( ) 2x y x y gϕ ε ϕ= + + +o , este un T-quasigrup.  
Propoziţia 5. Orice LIP Tπ− − −quasigrup de tipul 1T  cu T-forma 

(( , ), , , )Q gϕ ε+ are unitate la stânga 1( ).f gϕ−= −  
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Demonstraţie. Într-adevăr, luând 1( )f gϕ−= − , 
obţinem: ( )y f y f y gϕ= ⋅ = + + ⇒ ( )fϕ = g−  ⇒  

1( ), ,f g y Qϕ−= − ∀ ∈   deci f  este unitate la stânga Ω. 
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