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Prefata

Teoria grafurilor este un domeniu important al matematicii
contemporane cu multe aplicatii in informatica, fizica, chimie, inginerie,
industrie, afaceri si in stiinte sociale. Teoria grafurilor a aparut in prima
jumatate a secolului al XVIII-lea, a inceput sa se formeze ca o ramura
independenta a matematicii in a doua jumatate a secolului al XIX-lea si a
cunoscut o dezvoltare exploziva abia la sfarsitul secolului al XX-lea.
Progrese tehnologice rapide in retelele de telecomunicatii, proiectarea
circuitelor integrate, informatica teoretica si aparitia unor noi domenii,
precum stiinta retelelor, care pune accent pe aplicatii in retelele sociale si
retelele biologice, au contribuit toate la aceastd explozie de interes in
domeniul teoria grafurilor.

Notele de curs au ca scop familiarizarea studentilor cu fundamentele
teoretice ale teoriei grafurilor si sunt destinate spre formarea competentelor
specifice disciplinelor Teoria grafurilor si Algoritmica grafurilor la
studentii de la specialitatile de Matematica, Matematici aplicate,
Informatica si Informatica Aplicata de la Facultatea de Matematica si
Informatica.

Notele de curs sunt structurate in 12 capitole compuse din mai multe
paragrafe. Fiecare capitol incepe cu formularea definitiilor necesare si
continud cu prezentarea rezultatelor clasice care se refera la domeniul
cercetat. Pentru toate rezultatele prezentate sub forma de teoreme, leme,
consecinte si propozitii, sunt oferite demonstratii explicite, cu exceptia
celor triviale sau a celor prea voluminoase. Materialul teoretic prezentat in
aceasta carte este sprijinit de numeroase exemple si figuri cu reprezentari



grafice ale grafurilor, ceea ce usureaza esential perceperea materialului
descris.

La sfarsitul lucrarii propunem o listd bibliograficd in care sunt
mentionate cele mai importante lucrari din domeniul teoriei grafurilor.

Radu BUZATU



1. Notiuni introductive

1.1. Elementele unui graf

Definitia 1.1.1. Perechea de multimi G = (V,E), unde V este o mulfime
nevida de elemente distincte, iar E este o multime formata din perechi
neordonate de elemente din V, se numeste graf neorientat sau graf.

Elementele lui V si E le numim respectiv vdrfuri si muchii ale grafului
G. In functie de structura multimilor V si E, grafurile pot fi atat finite, cat
si infinite. Noi ne vom referi in continuare doar la grafuri finite, adica vom
studia doar grafuri cu multimile V si E finite. Numarul elementelor lui V
determina ordinul grafului G. Daca |V| = n, atunci se spune ca graful este
de ordin n. Numarul muchiilor |E| = m este marimea grafului. Pentru a
specifica precum ca V si E sunt multimile de varfuri si muchii ale grafului
G, pot fi utilizate notatiile V;; si E; sau V(G) si E(G).

Daca o muchie e € E este determinatd de o pereche de varfuri (u, v),
atunci vom scrie e = (u, v) sau e = uv si vom spune ca varfurile u si v
sunt unite cu ajutorul muchiei e. In acest caz, u si v Se nUMeSC extremitdti
ale muchiei e si se spune ca varfurile u si v sunt adiacente. Se mai spune
ca fiecare dintre varfurile u si v este incident muchiei e si viceversa.
Adiacenta dintre u si v se noteaza prin u~v. in mod similar, doud muchii
se numesc adiacente, daca ele sunt incidente unui varf comun. Existd
posibilitatea ca 0 muchie e sa aiba extremitatile identice, o asemenea
muchie poartd denumirea de bucla. Totodata, pentru mai multe muchii
poate fi asociatd o singurd pereche de varfuri. Astfel de muchii se numesc
muchii paralele sau multiple. Un graf care contine muchii paralele se
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numeste multigraf. Pseudograf este un multigraf care contine cel putin o
bucla. Un graf fara bucle si muchii paralele se numeste graf simplu. In cele
ce urmeaza, in lucrarea data, daca nu se va specifica altfel, vor fi studiate
doar grafurile simple.

Fie G = (V, E) un graf cu multimea de varfuri V = {vy,v,, v3, V4, Vs,
Ve, U7} si multimea de muchii E = {eq, e, €3, €4, €5, €, €7, €g, €9, €10, €11},
er = (v1,12), e, = (V2,v3), e3 = (V2,V4), €4 = (V2,4), es = (v3,V4),
ee = (v3,5), €7 = (V3,6), eg = (V6, V), €9 = (V5,V7), €19 = (Vg, V7)),
e;1 = (v3,v7). Aici graful G este reprezentat nemijlocit cu ajutorul
multimilor de varfuri si muchii. in Figura 1.1.1 este dati reprezentarea
geometrica a grafului G (varfurile grafului corespund unor puncte in spatiu,
iar orice muchie se reprezintd printr-o linie continud, ce uneste punctele
corespunzitoare extremitatilor sale). in G muchia eg este o bucla, iar
muchiile e; si e, sunt doua muchii paralele. Deci, G este pseudograf.

€4 Uy Vg €10 Uy
Figura1.1.1. Graf G = (V,E)

Multimea varfurilor grafului G = (V, E) adiacente cu un varf v se
numeste vecindtatea lui v si se noteaza prin N(v) = {u € V:u~v}.
Multimea N(v) U {v} se noteaza prin N[v]. Gradul varfului v € V este
cardinalul multimii N(v) si se noteaza prin deg(v) sau g(v). Cu alte
cuvinte, gradul unui varf v este egal cu numadrul de varfuri ale grafului,

adiacente lui v (sau numarul de muchii incidente lui v). Gradul maxim si
gradul minim al varfurilor unui graf G se noteaza prin A(G) si §(G). Astfel,

A(G) = max{deg (v)}, 6(G) = min{deg (v)}.

Sa prezentdm cateva rezultate importante cu referire la gradele
varfurilor unui graf.

Teorema 1.1.1. Pentru un graf G cu m muchii, este adevarata relatia:

deg (v) = 2m.
vEV(G)
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Demonstratie. Vom demonstra teorema utilizand inductia matematica
dupa numarul de muchii m.

Fie Gy = (V,Ey) un graf cu n varfuri si m = 0 muchii. Pentru orice
varf v € V, avem degg, (v) = 0 si, ca urmare, Y ey degg, (v) = 0 = 2m.
Presupunem ca pentru orice graf G,, = (V, E,;,) definit pe aceeasi multime
de varfuri V si cu m muchii, unde m = 0, are loc Y,y degg, (v) = 2m.
Atunci la addugarea unei muchii noi e = (v;,v;), v;,v; € V, in graful G,
se obtine un graf nou G, = (V,Epnyq), Care satisface urmatoarele
relatii:

degg, ., (v) = degg (v), Vv € V\{v;,v;};

degg, ., (v;) = degg, (v;) +1 si degGm+1(vj) = degGm(vj) +1.

D deg,,,, () =

veV

= z degg, (v) + (degg, (v;) + 1) + (degg,, (v;) + 1) =

veV\{vyv;}

De unde rezulta ca

= z degs, (v) +2=2m+2=2(m+ 1).
vev

Teorema este demonstrata. O

Consecinta 1.1.1. In orice graf G = (V,E) numdrul varfurilor de grad
impar este par.

Demonstratie. Sa consideram prin absurd cd numarul varfurilor de grad
impar este impar. Fie V = V; U V5, unde
V; = {v € V:deg(v) este impar} si
V, = {v € V:deg(v) este par}.

Sa notam d; = Yy, deg(v) si d; = Ypey, deg(v). d; este numar
impar ca suma impara de numere impare, iar d, este numar par ca suma de
numere pare. Deoarece V; NV, = @, rezultd ca ).,y deg(v) = dq + d; si
astfel },cy deg(v) este numar impar, obtinut ca suma intre un numar

impar si unul par. Din Teorema 1.1.1 cunoastem ca ).,¢y deg(v) = 2|E|,
deci este numar par, contradictie. m
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Varful v € V se numeste izolat in graful G, dacid deg(v) =0 si
suspendat, daca deg(v) =1 (varful suspendat se mai numeste vdarf
terminal). Muchia incidenta unui varf terminal, de asemenea, se numeste
suspendata (terminala). Evident, daca §(G) = 2, atunci graful nu contine
varfuri suspendate si daca 6(G) = 1, atunci graful nu contine varfuri
izolate. Pentru graful G aratat in Figura 1.1.1, deg(v,) = 3, varful v, este
un varf suspendat si A(G) = 5.

Definitia 1.1.2. Pentru graful G = (V,E), numim lant in G 0 succesiune
de varfuri L = (vq,vy,..,V), daca (v;,viy1) €E pentru orice
i =1,k — 1. In acest caz, se spune cd lantul L leagd virfurile v, si vy.

Vom considera ca o muchie e = (u, v) € E apartine lantului L, daca
si numai dacd u i v sunt varfuri consecutive in L. Varfurile v, si v se
numesc extremitati ale lantului, iar numarul [ = k — 1 este lungimea
lantului L. Daca v, = vy, atunci L se numeste ciclu. Un lant cu proprietatea
ca oricare doud varfuri ale sale sunt distincte se numeste lant elementar.
De asemenea, un lant cu proprietatea ca oricare doud muchii ale sale sunt
distincte doua cate doud, se numeste /ant simplu. Se observa ca orice
lant elementar este si un lant simplu. in mod analog, usor se definesc
notiunile de ciclu elementar si ciclu simplu. In graful G din Figura 1.1.1
lantul L = (vq,v,,v3,V6,v;) este elementar si simplu, iar ciclul
C = (v,, v3, Vs, V7, V3, Uy, V) €Ste simplu si nu este elementar.

Teorema 1.1.2. Orice graf G = (V, E), pentru care §(G) = 2, contine un
lant elementar de lungime cel putin §(G) si un ciclu elementar de lungime
cel putin §(G) + 1.

Demonstratie. Fie L = (v4,v,,...,v;) un lant elementar de lungime
maxima al grafului G = (V, E) (Figura 1.1.2).

Uk

Figura1.1.2

Este clar ca toate varfurile adiacente cu v, apartin lui L. Dacd am
presupune contrariul, atunci am ajunge cu usurinta la contradictie cu
maximalitatea lantului ales. In consecintd, k — 1 > 6(G) sik = 6§(G) + 1.
Aceasta inseamna ca lantul L contine cel putin §(G) muchii. Fie ca i,
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1 <i < k—1,este indicele minim pentru care (v;, v;) € E. Atunci toate
varfurile adiacente cu vy apartin multimii {v;, v;4q, ..., Vk—1} si deci
k —i > 6(G). Asadar, (v;,Vi4q, ..., Vg, v;) €ste un ciclu de lungime mai
mare sau egala cu §(G) + 1. o

1.2. Subgrafuri si supergrafuri

Definitia 1.2.1. Un graf H = (Vy, Ey) se numeste subgraf al grafului
G = (Vg,Eg), daci Vy SV, si Ey € Eg. In acest caz, G se numeste
supergraf al grafului H.

Conform definitiei, orice graf poate fi considerat drept subgraf si
supergraf al sau.

Definitia 1.2.2. Un graf H = (Vy, Ey) se numeste subgraf partial al
grafului G = (Vg, E¢), daca Vy = Vi si Ey € Eg.

Asadar, un subgraf partial al unui graf se obtine pastrand aceeasi
multime de varfuri si eliminand o parte din muchii ale grafului initial.

Definitia 1.2.3. Un graf H = (Vy, Ey) se numeste subgraf al grafului
G = (V;,E;) generat (sau indus) de submultimea de varfuri A € Vg,
daca:
1) Vy =A4;
2) doua varfuri sunt adiacente in H, dacd si numai dacd ele sunt
adiacente in G.
Un astfel de subgraf H se noteaza prin G[A].

in Figura 1.2.1 sunt ilustrate doua subgrafuri G, si G, ale grafului G
din Figura 1.1.1. Subgraful G, este format din cinci varfuri vs, vy, Vs, Vg, V7
si cinci muchii es, eg, €7, €9, €19. G, este subgraful grafului G generat de
submultimea de varfuri S = {v3, vs, v;}. Putem scrie G, = G[S].

V3 Vs G, %] 11 G,
€ e €6 Vg
65 67
€10
2 Ve U7 vy
@ (b)

Figura 1.2.1. (a) Subgraf G, al grafului G din Figura 1.1.1;
(b) subraf G, = G[S], unde S = {vs,vs,v;}

13



1.3. Clase fundamentale de grafuri

In functie de structura multimilor de varfuri si de muchii, vom defini
in continuare cateva clase fundamentale de grafuri.

Definitia 1.3.1. Un graf format dintr-un vdrf se numeste graf trivial.

Definitia 1.3.2. Un graf care nu contine nicio muchie se numeste graf nul.
Graful nul de ordin n se noteaza prin 0O,,.

Definitia 1.3.3. Un graf, structura caruia reprezinta un lant, se numeste
graf lant. Graful lant de ordin n se noteaza prin P,,.

Definitia 1.3.4. Un graf, structura caruia reprezintd un ciclu, se numeste
graf ciclu. Graful ciclu de ordin n se noteaza prin C,,.

In Figura 1.3.1 sunt ilustrate un graf nul O, un graf lant P, si un graf
ciclu Cs. Este limpede ci in P, sunt n — 1 muchii, iar in C,, sunt n muchii.

O¢ ° ° p Cs
4
* ¢ o—eo o—eo
° °
(@ (b) ©

Figura 1.3.1. (8) O; (b) P,; (c) Cs

Definitia 1.3.5. Un graf, in care oricare doua varfuri distincte sunt
adiacente, se numeste graf complet. Graful complet de ordin n se noteaza
prin K,,.

In Figura 1.3.2 sunt ilustrate trei grafuri complete K3, K, si Ks.

K3 I I Ky é Ks
@ (b) ©

Figura 1.3.2. (a) K3; (b) K4; (€) K5

nn-1)
2

Propozitia 1.3.1. Intr-un graf complet K,, sunt muchii.

14



Demonstratie. Graful complet K,, este un graf cu numarul maxim de
muchii, care nu contine bucle si muchii multiple. De aici rezulta ca numarul
de muchii in K, este egal cu numarul submultimilor de doua elemente ale
multimii de varfuri, care are n elemente. Deci numarul de muchii al

grafului complet este C = 2,(:_!2). - n(n2—1)

O
Definitia 1.3.6. Un graf, in care gradele tuturor varfurilor sunt egale cu
un numar k, se numeste graf k-regulat sau simplu graf regulat.

De exemplu, graful din Figura 1.3.3 (a) este 3-regulat, iar graful din

Figura 1.3.2 (c) este 4-regulat.
Gy I Gy
(@) (b)

Figura 1.3.3. (a) Graf 3-regulat conex G;; (b) graf neconex G,

Definitia 1.3.7. Un graf G pentru oricare doua vdrfuri ale caruia existd un
langt ce le leagd se numeste graf conex.

In cazul cand in G sunt doua varfuri pentru care nu existd un lant ce le
leaga, atunci graful G se numeste neconex. Se numeste componentd conexd
a grafului G un subgraf maximal conex al lui G. De exemplu, graful G; din
Figura 1.3.3 (a) este conex, iar graful G, din Figura 1.3.3 (b) este neconex
si constd din doud componente conexe.

Ty T,=Ki 5 Ky 4

@ (b) ©
Figura1.3.4. (8) Ty; (0) T, = Ky 55 (C) Ko 4
Un graf care nu contine cicluri se numeste aciclic.
Definitia 1.3.8. Un graf conex si aciclic se numeste arbore.

Graful arbore, de obicei, se noteaza prin T. Doud exemple de arbori
sunt prezentate in Figura 1.3.4 (a) si (b).
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Definitia 1.3.9. Un graf G = (V, E) se numeste bipartit, daca multimea de
varfuri V poate fi divizata in doua submultimi V; si V,, astfel incat fiecare
muchie din E are o extremitate in Vi, iar altd extremitate in V,. Un
asemenea graf bipartit se noteaza prin G = (V;,V,, E).

Daca in graful bipartit G = (V3,V,, E) fiecare varf din V; este adiacent
cu toate varfurile din V,, atunci acest graf se numeste bipartit complet.
Graful bipartit complet ¢ = (V;,V,, E) cu |V;| = p si |V,| = q se noteaza
prin K, 4. Daca p = 1, atunci graful K; ;, se numeste stea. Cateva exemple
de grafuri bipartite pot fi vazute in Figura 1.3.4.

Teorema 1.3.1. Un graf este bipartit daca si numai daca nu are cicluri de
lungime impara.

Demonstratie. Sa demonstram mai intai necesitatea. Consideram un graf
bipartit G = (V,V,, E). Se observa ca orice ciclu C al grafului G are forma
(V1,Uq, Vo, Up oo, Vg Ug, 1), UNde k=2, v; €Vy, i =1k, si u; €V,
i = 1, k. Este clar ci lungimea ciclului C este 2k.

Vom demonstra suficienta. Fie G = (V, E) un graf care nu are cicluri
de lungime impara si v € V un varf oarecare. Vom considera multimea V;
formata din varfurile u € V, pentru care lungimea celui mai scurt lant ce
leagd v si u este pard. Definim multimile V; = V] U {v} si V, = V\V;. Fie
Up, Uy € V; (sau uq, u, € V5,). Presupunem ca (uq,u,) € E si sd notdm cu
L(v,uy) si L(v,u,) cele mai scurte lanturi intre v i uy, respectiv v si u,.
Reuniunea lanturilor L(v,u,) si L(v,u,) cu muchia (uy, u,) formeaza un
ciclu € de lungime impara, deoarece din definifia multimii V; rezulta ca
lungimea lanturilor L(v,u;) si L(v,u,) este para (impard). Existenta unui
astfel de ciclu contrazice ipoteza si deci (uy, u,) € E, de unde deducem ca
graful este bipartit. O

O generalizare a grafului bipartit este graful p-partit, care se defineste
in felul urmator:
Definitia 1.3.10. Graful G = (V,E) se numeste p-partit, daca multimea
varfurilor V poate fi divizatd in p = 2 submultimi nevide si disjuncte doua
cdte doua Vy, Vy, ..., V,, numite partile grafului, cu proprietatea ca orice
muchie are extremitati in doua parti diferite ale lui G.

In Figura 1.3.5 este ilustrat un graf 3-partit.
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Figura 1.3.5. Graf 3-partit
1.4. Izomorfism

Definitia 1.4.1. Fie G = (V;, E¢) si H = (Vy, Ey) doua grafuri. Functia
bijectiva f:V; — Vy se numeste izomorfism al grafurilor G si H, daca
pentru orice doua varfuri v,u € Vg imaginile lor f(v), f(u) € Vy sunt
adiacente in H daca si numai dacd v si u sunt adiacente in G.

Daca exista un asemenea izomorfism, se spune ca grafurile G si H sunt
izomorfe si se noteaza prin G = H.
Un exemplu de grafuri izomorfe este prezentat in Figura 1.4.1.

v, v; G Ve = Vu Y2 g
Ul - u3 ul u3
Uy, = Uy
V3 = Ug
Vs = Uq
Vs 2> U
Ve Vs vg - ug Usg

(@) (b)

Figura 1.4.1. Grafuri izomorfe G (a) si H (b)

A [ Ug Uy

1.5. Reprezentari ale grafurilor

Pe langad reprezentarea grafului descrisa nemijlocit cu ajutorul
multimilor de varfuri si muchii, si reprezentarea geometrica (printr-un
desen in plan), graful mai poate fi reprezentat algebric, prin intermediul
matricei de adiacentd, matricei de incidenta si matricei Kirchhoff etc.

FieG = (V,E)ungraf,undeV = {v,,v,, ..., v, }, E = {ey,e5, ...,em}.
Definitia 1.5.1. Matricea de adiacentd A = ||a;;|, asociata grafului G,
este o matrice patraticd de dimensiune n X n, cu elementele:

{1, daca v;~vj;
a;j = o
0, 1n caz contrar.
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Elementele de pe diagonala principala ale matricei A sunt egale cu 0.
Suma elementelor de pe liniai, 1 < i < n, si, respectiv, suma elementelor
de pe coloana j, 1 <i < n, au ca rezultat gradul varfului i, respectiv j.
Suma tuturor elementelor matricei de adiacenta este suma gradelor tuturor
varfurilor grafului, adici dublul numarului de muchii (2m). In Figura 1.5.1
(b) este prezentata matricea de adiacenta a grafului G din Figura 1.5.1 (a).

Vg 2 g © L0101

er| N3 | N\ A=[1 10 0 1

* 100 0 0

Vy v €5 g 01100
@ (b)

Figura 1.5.1. (a) Graf G; (b) matricea de adiacenta a grafului G

Definitia 1.5.2. Matricea lanturilor L = ||ll- jl
matrice pdtraticd de dimensiune n X n, cu elementele:

, asociatd grafului G, este 0

I = 1, dacadin G exista un lant ce leaga varfurile v; i v;;
b {0, in caz contrar.

Se observa ca matricea lanturilor, ca si matricea de adiacentd, este
simetrica, deoarece daca exista un lant de la varful u la varful v, atunci
exista si un lant de la v la u. De exemplu, pentru graful G din Figura 1.5.1
(a), matricea lanturilor consta doar din unitati, deoarece intre oricare doua
varfuri ale lui G exista un lant.

Definim urmatoarele operatii:

Adunarea logica (+): {0,1} x {0,1} - {0,1}, definitd prina +b = a V b,
Va,b € {0,1}, unde V este operatia de disjunctie logica.
Inmultirea logica (x): {0,1} x {0,1} — {0,1}, definitd prina*b = a A b,
Va,b € {0,1}, unde A este operatia de conjunctie logica.
Teorema 1.5.1. Fie G = (V,E) un graf, A — matricea sa de adiacenta de
dimensiune n X n, unde L este matricea lanturilor lui G. Atunci are loc

relatia:
n—-1
S
k=1

calculele fiind realizate folosind operatiile + si * definite mai sus.
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Demonstratie. S consideram ca in G exista muchiile (v;, v;) si (v, v ),

atunci in matricea A avem a;; = a;; = 1si aj = ay; = 1, iar in matricea
2_pn_|lp.. :

A2 =B= ||bl]||1si'j5n avem:

n n n
bikzzais*ask=aij*ajk+zais*ask:1+Zais*ask=1-
s=1 s=1

s=1
S*j S#j

In general, folosind metoda inductiei matematice, poate fi aritat ci in
matricea AP = B* = ||b;; 2<p<n-—1,avem b;; = 1 daci si

1<i,jsn’
numai dacd in graful G existd un lant de la v; la v; de lungime p, unde
vy, vj € V. Avand in vedere cd orice lant de lungime cel putin n intre doud
varfuri arbitrare neadiacente contine un sublant de lungime mai mica sau
egald cu n — 1 intre aceleasi doud varfuri, rezulta corectitudinea relatiei
L =Ynz1 Ak, o

Avand 1n vedere Teorema 1.5.1, putem concluziona cad un graf este
conex dacd si numai daca toate elementele matricei lanturilor L ale acestui
graf sunt egale cu 1.

Definitia 1.5.3. Matricea de incidenti B = ||b;|
este o matrice de dimensiune n X m, cu elementele:

, asociata grafului G,

b = {1, daca varful v; este incident muchiei e;;
Y10, 1in cazcontrar.

Suma elementelor de pe linia i, 1 <i <n, este egald cu gradul

varfului i, iar suma elementelor de pe coloana j, 1 < j < m, este egala

cu 2. Matricea de incidenta a grafului din Figura 1.5.1 (a) este ilustrata in
Figura 1.5.2 (a).

Definitia 1.5.4. Matricea Kirchhoff C = ||c;;||, asociatd grafului G, este
o matrice pdtratica de dimensiune n X n, cu elementele:
-1, daca v;~vj;
¢ij =ydeg (v;), dacai=j;
0, in caz contrar.

Suma elementelor de pe orice linie si orice coloand a matricei
Kirchhoff are ca rezultat 0.
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Matricea Kirchhoff a grafului din Figura 1.5.1 (a) este ilustrata in
Figura 1.5.2 (b).

111000 3 -1 -1 -1 0

010101 -1 3 -1 0 -1

B=({0 01110| C={-1-1 3 0 -1

100000 -1 0 0 1 0

000011 0 -1 -1 0 2
@ (b)

Figura 1.5.2. (a) Matricea de incidentd a grafului G din Figura 1.5.1 (a);
(b) matricea Kirchhoff a lui G din Figura 1.5.1 (a)

1.6. Operatii asupra grafurilor

In continuare, vom cerceta operatii care pot fi aplicate asupra
grafurilor.

Definitia 1.6.1. Operatia de eliminare a virfului v din graful G = (V,E)
constd in eliminarea lui v dinV si stergerea tuturor muchiilor incidente
lui v. Se noteaza G — v.

Cu alte cuvinte, dupa eliminarea varfului v din G se obtine graful
G¢' = (V',E"),unde

V' =V\{v}siE' = E\{(w,v):u € N(v)}.

2 v, U V2 vy V2
G G—v, G — (vy,v3)
U3 1)4 Ua U3 174
() (b) (©
2 v, 2 v,
US. G+ Vs G+ (Uz, U3)
U3 Vg VU3 Uy
(d) (e)

Figura 1.6.1. (a) Graful G; (b) G — v,; (€) G — (v4,v3);
(d) G + vs; (¢) G+ (vq,v3)
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Definitia 1.6.2. Operatia de eliminare a muchiei e din graful G = (V,E)
consta in eliminarea muchiei e din E. Se noteaza G — e.

Usor pot fi definite si operatii inverse: operatia de addugare a varfului
w, se noteazd G + w, si operatia de adaugare a muchiei e, noteaza G + e.

Exemple de aplicare a operatiilor de adaugare si de eliminare a
varfurilor si muchiilor sunt prezentate in Figura 1.6.1.

Fie doua grafuri G; = (V4,E1) 51 G, = (V,, E»).
Definitia 1.6.3. Graful H = (V, E) desemnat prin H = G, U G, in care
V =V, UV, si E = E; UE, se numeste reuniunea grafurilor G, si G,.

Daca V; NV, = @, atunci reuniunea G, U G, se numeste disjuncta.

Definitia 1.6.4. Graful H = (V,E), in care V. =V, NV, si E = E; N E,,
se numeste intersectia grafurilor G §i G,. Se noteaza H = G, N G,.

In Figura 1.6.2 (c) si (d) sunt ilustrate intersectia si reuniunea
grafurilor G, (a) si G, (b) .

U1 L) vy

Gy
U3 Vg V3 Uy vy
GI Us Vs Vg
(@ ©)
GiNG, a2 V1 V2 G,UG,
U3 Uy U3 Vg U7
Us Vg L3
© (d)

Figura 1.6.2. (a) Graful G4; (b) Graful G,; (c) G; N G; (d) G, U G,
Definitia 1.6.5. Graful G = (V, E), ce se obtine din grafurile G, = (V1, E;)
si G, = (V,, E3) prin adaugarea tuturor muchiilor posibile de tipul (u, v),
unde u € V; si v € V,, se numeste suma grafurilor G, si G, si se noteaza
G, + Gj.

Suma grafurilor G; si G, din Figura 1.6.3 (a) si (b) este prezentata in
Figura 1.6.3 (c).
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*—o o ————0—©
Uy Uz %] Uy U3
(a) (b)
U1
w (u, 1) (U, v2) (uy,v3)
U2
Uz (ug,v1) (U2, v2) (uy,v3)
G, + G, Vs Gy X G,
(©) (d)

Figura 1.6.3. (a) Graful G,; (b) Graful G,; () G;+G5; (d) G; X G,
Definitia 1.6.6. Graful G = G X G, se numeste produs cartezian, daca
multimea varfurilor sale este V(G) =V, X V,, iar multimea muchiilor
E(G) se defineste dupa cum urmeaza: varfurile (uq,v1) si (uy, v,) sunt
adiacente in G daca si numai daca: a) Uy = u, si v1~Vv, in G, sau
b) V=7, 51 Uq~Uy in Gl'

Produsul cartezian al grafurilor G; si G, din Figura 1.6.3 (a) si (b) este
ilustrat in Figura 1.6.3 (d).

Definitia 1.6.7. Operatia de subdivizare a muchiei e = (u,v) € E consta
in eliminarea acestei muchii din graful G = (V, E) si introducerea a doud
muchii noi e; = (u,w) si e, = (w,v), unde w este un virf nou.

Ca rezultat al subdivizarii muchiei e = (u,v) € E, se obtine un graf
nouG' = (V',E)incare V' =V U {w}si E' = E\{e} U {(u,w), (w,v)}.
Definitia 1.6.8. Operatia de contractie a muchiei e = (u,v) € E consta
in eliminarea muchiei e in din graful G = (V, E) si inlocuirea varfurilor
u si v printr-un vdrf nou w adiacent cu toate vdrfurile din multimea
(N(u) U N(v))\{u, v}

in urma contractiei muchiei e = (u,v) € E, se obtine un graf nou
G'= V', E)incare V' = V\{u, v} U {w}si

E'=E\({(u,x):x e Nw)}u{(v,x):x e N(wv)}) U
U {(w, xX):x € (N(u) U N(v))\{u, v}}.
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Definitia 1.6.9. Doua grafuri se numesc homeomorfe, daca ele se obtin
prin aplicarea operatiei de subdivizare (contractie) succesiva a muchiilor
aceluiasi graf.

In Figura 1.6.4 sunt prezentate grafurile homeomorfe obtinute ca
rezultat al operatiilor de subdivizare si contractie a muchiilor.

u u
A - A -
x v ®y  x v ®y
@ (b)
u u
./\ ; //\\ "
X v ¢ ®y X v ®y
(© (d

Figura 1.6.4. Grafurile G;, G,, G5 si G, sunt homeomorfe. Graful G, (b) se
obtine ca rezultat al subdivizarii muchiei e a grafului G, (a). in acelasi timp,
graful G, se obtine din G, in urma contractiei muchiei (u, w)

Definitia 1.6.10. Graf complementar al grafului G = (V, E) este graful cu
aceeagsi multime de vdarfui V, in care doua varfuri sunt adiacente daca si
numai daca ele nu sunt adiacente in G. Graful complementar se noteaza
prin G.

Un exemplu de graf complementar G al grafului G este prezentat in
Figura 1.6.5.

Uy G Uy G
e} v, U1 Vs,
Vg 143 Ve Vs
@ (b)

Figura 1.6.5. Graful G (a) si graful complementar al sau (b)

Definitia 1.6.11. Graf al muchiilor grafului G = (V,E) este graful,
varfurile caruia corespund muchiilor grafului G §i doud varfuri sunt
adiacente daca gi numai daca sunt adiacente muchiile corespunzatoare lor
in G. Graf al muchiilor se noteaza prin L(G).
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In Figura 1.6.6 este ilustrat un graf G si un graf al muchiilor L(G).

e, G e, L(G)
€1 €s e, es
ey €3
€4 €3
(@ (b)

Figura 1.6.6. (a) Graful G; (b) graf al muchiilor L(G)
1.7. Caracteristici metrice ale grafurilor

Notam prin d (u, v) lungimea minima a lantului ce leaga varfurile u si
v in graful G = (V,E). In caz ca intre doua varfuri u,v € V nu existd
niciun lant, atunci se considerd d(u, v) = . Numarul d(u, v) se numeste
distanta dintre varfurile u si v in G. Notiunea de distanta satisface axiomele
metricii, adicd pentru oricare trei varfuri u,v,w € V au loc urmatoarele
relatii:

1) d(u,v) = 0 sid(u,v) = 0 daca si numai daca u = v;

2) d(u,v) = d(v,u);

3)du,w) +dw,v) = d(u,v).

Cu ajutorul distantei se defineste puterea de gradul k > 1 a grafului.
Vom numi putere de gradul k a unui graf G graful G* care contine aceeasi
multime de varfuri cu G si in care doua varfuri u, v sunt adiacente daca si
numai daca in G are loc inegalitatea d (u, v) < k.

Definitia 1.7.1. Excentricitatea varfului v al grafului G = (V, E), notata
prin e(v), este distanfa maxima dintre v si oricare varf u al lui G:

e(v) = max d(v,u).

Definitia 1.7.2. Excentricitatea minima a varfurilor grafului G = (V,E)
se numeste raza lui G si se noteaza prin r(G). Deci,

r(G) = mine(v) = minmaxd(v, u).
(@ vev() veVueV(')

Un varf v se numeste vdrf central in G, dacd e(v) = r(G). Multimea
tuturor varfurilor centrale se numeste centrul grafului.
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Definitia 1.7.3. Excentricitatea maxima a varfurilor grafului G = (V,E)
se numeste diametrul lui G si se noteaza prin D(G). Deci,

P(6) = gy e®) = pgxngrd )
Un varf v se numeste vdrf periferic, dacd e(v) = D(G).

In cele ce urmeaza, vom determina raza, diametrul, centrul si varfurile
periferice ale grafului ¢ din Figura 1.7.1.

V1 U3 G 14
Uy Z} Us (43
Figura 1.7.1

La inceput, vom determina excentricitatile varfurilor grafului:
e(v)) =4,e(vy) =3,e(vs) =2,e(vy) =2,
e(vs) = 3,e(vg) = 4,e(v;) = 3.
Acum, putem determina raza si diametrul lui G:
r(G) = min{4,3,2,2,3,4,3} = 2 si D(G) = max{4,3,2,2,3,4,3} = 4.
Multimea varfurilor {vs, v,} formeaza centrul grafului G, iar v, si v,
sunt varfuri periferice.
Teorema 1.7.1. Intr-un graf conex G = (V, E) are loc relatia:
r(G) < D(G) < 2r(G).
Demonstratie. Inegalitatear(G) < D(G) rezulta imediat din definitia razei
si, respectiv, a diametrului grafului, iar inegalitatea D(G) < 2r(G) este
consecinta urmatorului sir de implicatii:
du,v) <duw)+dw,v) =

= max du,v) <du,w) + max dlw,v) =

= maxmaxd(u,v) < maxd(u w) + maxd(w V) =
UEV vEV

= max max dlu,v) < mln max dlu,w) + mln max dlw,v) =
ue ve

= D(G) < 2r(G).
Teorema este demonstrata. O
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1.8. Probleme si sarcini

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Construiti un graf cu 2n, n = 3, in care gradul oricarui varf este trei
si nu contine cicluri elementare de lungimea trei (triunghiuri).
Determinati numarul diagonalelor unui poligon convex cu n varfuri.
Dati un exemplu de graf cu 6 varfuri si 10 muchii pentru care
6(G) =3s1AG) = 4.

Determinati numarul grafurilor simple cu n varfuri.

Stabiliti daca in orice graf numarul varfurilor de grad par este par.
Graful G se numeste autocomplementar, daca el este izomorf cu
complementarul siu G. Construiti grafuri autocomplementare cu 4,
5 si 8 varfuri.

Construiti matricea de adiacentd, matricea de incidentd si matricea
Kirchhoff pentru graful G din Figura 1.8.1. Determinati diametrul,
raza si centrul grafului G.

U1 U7

VUsg G
Figura 1.8.1

Determinati raza, diametrul si centrul grafurilor P, si C,, pentru cazul
n = 3.

Fie G un graf conex pentru care D(G) = 3. Demonstrati cd are loc
relatia D(G) < 3.

Demonstrati cd daca un graf G nu este conex, atunci graful
complementar este conex.

Determinati suma si produsul cartezian al grafului din Figura 1.6.6
(@) cu un triunghi (graf format din trei varfuri, oricare doua varfuri
ale caruia sunt adiacente).

Stabiliti conditiile 1n care graf al muchiilor unui graf G este regulat.
Fie G un grafregulat conex cu 22 de muchii. Determinati cate varfuri
poate contine G.

Determinati daca grafurile din Figura 1.8.2 sunt izomorfe.
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Gl Gz
Figura 1.8.2

15. Fie G = (V,E) un graf cu n varfuri si m muchii. Aratati ca, daca
pentru orice v € V are loc deg(v) = k sau deg(v) = k + 1, atunci
numarul varfurilor de grad k este (k + 1)n — 2m.

16. Aratati ca numarul maxim de muchii intr-un graf bipartit cu n varfuri
nu intrece n?/4 in cazul cand n este par si nu intrece (n? —1)/4
cand n este impar.
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2. Multimi stabile

2.1. Multime stabila interior

Definitia 2.1.1. O submultime de varfuri A € V aunuigraf G = (V,E) se
numeste stabild interior in G, dacd nu contine doud varfuri adiacente.

Definitia 2.1.2. O submultime stabild interior A SV se numeste
maximald, daca in graful G = (V,E) nu exista o alta multime stabild
interior B € V, astfel incdt A C B.

Definitia 2.1.3. O submultime stabila interior A € V agrafului G = (V,E)
Se numeste maximd, daca pentru orice multime stabila interior B € V are
loc relatia |A| = |B|.

Definitia 2.1.4. Cardinalul mulfimii stabile interior maxime a grafului G
se noteazd prin ay(G) si se numeste numdr de stabilitate internd.

Evident, un varf arbitrar al grafului este o multime stabila interior. Prin
urmare, pentru orice graf G = (V,E) de ordin n > 1, are loc relatia
1 < ay(G) <n.

v, G

Vg v,

1)5 Ug
Uy

Figura 2.1.1. Graful G pentru care a,(G) = 3

28



Pentru graful G din Figura 2.1.1, multimile A; = {vy,v3,vs},
A, = {v1,v,4} 51 A3 = {v,, v5} sunt stabile interior maximale, iar A, este si
stabila interior maxima, deci ay(G) = |4,] = 3.

Problema determinarii valorii numarului ay(G) este o problema
dificila. De aceea sunt utile estimarile inferioare si superioare ale acestui
numar. Mai intdi vom lua cunostinta de estimarile inferioare.

Teorema 2.1.1. Pentru orice graf G = (V, E) este adevaratd relatia:
-1
ay(G) = Z(l + deg(v)) ) (2.1
VEV
Demonstratie. Observam ca dacad G = K, atunci afirmatia teoremei este

adevirata. Adica, avem:

Z(l + deg(v))_1 =n-1+n-1D"1=1>ay6) = 1.

vev

.

NG o) w

Figura 2.1.2. Graful G = (V, E) cu multimea de varfuri
V={v}JUN@)UuQ(w)uW()

Consideram ca are loc inegalitatea G # K,. Pentru demonstratia
teoremei, vom folosi inductia matematica dupa numarul de varfuri. Se
verifica usor cd pentru n < 2 afirmatia teoremei este adevdaratd. Fie acum
|V| = n > 2 si pentru orice graf de ordin mai mic ca n afirmatia teoremei
este adevdratd. Alegem un varf de grad minim v € V si reprezentdim
multimea varfurilor V in felul urmator: V = {v} U N(v) U Q(v) U W (v),
unde N (v) este vecinatatea varfului v, Q (v) reprezinta multimea varfurilor
aflate la distanta doi fati de varful v si W (v) = V\({v} U N(v) U Q(v))
(Figura 2.1.2). Deci, suma din partea dreaptd a inegalitatii (2.1) este
egala cu
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Z(l + deg(u))_1 = (1 + deg(v))_1 + Z (1 + deg(u))_1 +

uevy UEN (V)
+ Z (1+ deg(u))_1 + Z (1+ deg(u))_l.
ueqQ(v) UEW (v)
Vom arata mai inti ca
(1 + deg(v))_1 + Z (1 + deg(u))_1 <1.
UEN(V)
Deoarece deg(v) = 6(G), avem:
(1 + deg(v))_1 + Z (1 + deg(u))_1 <

UEN (V)
deg(v)

< (1 + deg(v))_1 + z (1 + deg(v))_1 =

= (14 deg®))(1 + deg)) ™" = 1.

Sa analizam graful G' = G — N[v]. Conform presupunerii inductive,
pentru G' teorema este adevaratd. Daca S este multimea stabila interior
maxima in G', atunci multimea S U {v} este stabila interior in G. Asadar,
ay(G) = ay(G") + 1.

Se observa ca

z (1+ deg(u))_1 + z (1+ deg(u))_1 <

ueqQ(v) Uuew(v)

< Z (1+ degGr(u))_1 + Z (1+ degG/(u))_1 =

ueQ ) uew )
-1
- Y () S @)
uev(c’
Prin urmare, obtinem:

Z(l + deg(u))_1 <1+ Z (1+ degGr(u))_1 <

uev uev(G”)
<1+ ay(G") < ay(G).
Asadar, teorema este demonstrata. O
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Din Teorema 2.1.1 rezulta imediat urmatoarea consecinta.

Consecinta 2.1.1. Pentru orice graf G de ordin n, este adevarata relatia:

a’o(G) = L
1+AG)

Vom nota prin d(G) gradul mediu al varfurilor grafului G care se
calculeaza dupa formula

AQ) =1 Y degv)

vev(G)

unde n este ordinul grafului G. Folosind notiunea de grad mediu al
varfurilor grafului, putem obtine o altd estimare a numarului de stabilitate
interna mai comoda din punct de vedere practic.

Consecinta 2.1.2. Pentru orice graf G de ordinul n, este adevarata
relatia.
G)>—"
“(@) =10y

Demonstratie. Este bine cunoscut ca inegalitatea Cauchy-Buneakovski

este adevarata pentru orice valori ale luia; > 0si b; = 0,i = 1,n. Vom

. o . -1 .
considera ca a; = 1+ deg(v;) si b; = (1+ deg(v;)) ~, pentru orice
v; € V(G). In acest caz, vom avea:

Z \/(1 +deg(v))(1 + deg(v)) " <
i=1

< Z(l + deg(v;)) Z(l + deg(vi))_1 s
i=1 i=1

on< Z(l + deg(vy)) Z(l + deg(vi))_1 =
i=1 i=1

31



o n? < Z(l + deg(vi))Z(l + deg(vi))_l.
' i=1

i=1
In virtutea relatiei (2.1), obtinem:

n 1 nz
ay(G) = ;(1 +deg(v)) = ?=1(1 m deg(vi)) =
n? n
ThntdGOn 1+d6)
Consecinta este demonstrata. O

Este cunoscuta si o estimare superioard a numarului ay(G).

Fie cd p%p~,p* sunt respectiv numirul de ridicini ale ecuatiei
caracteristice |A — AE| = 0, care sunt egale cu 0, mai mici decat 0 si mai
mari decét 0 (A este matricea de adiacenta a grafului G, iar E este matricea
unitate).

Teorema 2.1.2. Pentru orice graf G, are loc relatia:
ao(G) <p°+min{p~,p*}.
Demonstratia acestei teoreme se omite.
In calitate de exemplu, vom determina estimarea inferioard si

superioara a numarului de stabilitate internda «y(G) pentru graful
G = (V,E) din Figura 2.1.3 (a), utilizand Teoremele 2.1.1 si 2.1.2.

oG 01 1 1

1 0 0 0

4=11 0 0 0

v oy 'y 100 0
(a) (b)

Figura 2.1.3. Graf stea G
Se verifica usor cd multimea S = {v,, v3,v3} este stabild interior
maxima a grafului G. Deci, a(G) = 3.
Sa determindm estimarea inferioard a lui ay(G) cu ajutorul relatiei
#(G) > Yper(1+ deg(v)) ™" din Teorema 2.1.1 Substituim in suma
gradele varfurilor grafului G din Figura 2.1.3 (a) si obtinem:
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=

S w

_ 1 1 1 1
Z(1+deg(v)) 1=z+z+z+z=1

VeV
3
= a’o(G) = 12: ao(G) > 2.

Matricea de adiacenta a grafului G este prezentata in Figura 2.1.3 (b).
Rezolvam ecuatia caracteristica:

-1 1 1 1
1 -4 0 0
|A—AE| = 1 0 -1 0 =0
1 0O 0 -2
1 1 1 2 1 1
D**tx1 -2 0 of+(-D*"*(-D|1 -1 0|=0&
0 -1 0 1 0 -2a

-3 =02 -3)=022 =4, =0,13= V3,4, =+/3,
p® + min{p~,p*} =241 =32 a,(G) < 3.

2.2. Multime stabila exterior

Definitia 2.2.1. O submultime de varfuri A a grafului G = (V,E) se
numeste stabild exterior, dacad pentru orice virf v € V\A exista cel putin
un varfu € A, astfel incat u~v.

Cu alte cuvinte, multimea A este stabild exterior, daca orice varf al
grafului G apartine lui A sau apartine multimii N(A) = Uyea N(v).

Multimea stabila exterior se mai numeste si multime dominanta. Fie v
un varf care face parte dintr-o multime dominanta a grafului G. Se spune
cd v domina varfurile multimii N[v]. La rdndul sau, se spune ca varfurile
multimii N[v] sunt dominate de varful v. Submultimea de varfuri a unui
graf, care este atat stabild exterior, cat si stabila interior, se numeste nucleu
al acestui graf.

Definitia 2.2.2. O submultime stabila exterior A se numeste minimald,
daca in G nu exista o alta multime stabila exterior B, astfel incat B C A.

Definitia 2.2.3. O submultime stabila exterior A se numeste minimd, daca
pentru orice multime stabild exterior B a grafului G are loc relatia:
|A| < |BJ.
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Definitia 2.2.4. Cardinalul multimii stabile exterior minime a grafului ¢
se noteaza prin y(G) si se numeste numdr de stabilitate externd.

Toate varfurile grafului formeaza multimea stabild exterior. Asadar,
pentru orice graf G = (V,E), |[V| =n = 1, are loc relatia 1 < y(G) < n.
Pentru graful G din Figura 2.2.1, multimile A; = {v4, Vg, v11},
A, = {v,, Vs, v, 110} Sunt stabile exterior minimale, iar A, este si stabila
exterior minima. Prin urmare, y(G) = |A4,| = 3.
U1

V1o v,

Vg Vs

vy Vs
Ve

Figura 2.2.1. Graful G pentru care y(G) = 3

Teorema 2.2.1. Fie S o multime stabild exterior a grafului G. Atunci S este
stabila exterior minimald daca si numai daca pentru orice varf u € S se
indeplineste una din urmatoarele doua conditii:

1) w este un varfizolat in G[S];
2) exista un varf v € V\S, astfel incdit u este singurul varf din S
adiacent cu v.

Demonstratie. Sa presupunem cd S este multimea stabild exterior
minimala. Atunci pentru orice varf u € S, multimea S\{u} nu este stabila
exterior, ceea ce inseamnd ca existd un varf v € V\(S\{u}) care nu este
dominat de niciun varf din S\{u}. Daca v = u, atunci varful v este izolat
in G[S] si, prin urmare, se indeplineste conditia 1). Daca v # u, cum
multimea S este stabila exterior, are loc conditia 2).

Presupunem acum cd multimea S nu este stabild exterior minimala.
Atunci existd un varf u € S pentru care multimea S\{u} riméne a fi stabila
exterior. Aceasta inseamna ca u este adiacent cu anumite varfuri din S\ {u}
si deci u nu este izolat in G[S]. Mai mult, daca v este un varf arbitrar din
multimea V\S, atunci v este adiacent cu oarecare varfuri din S\{u}. In
consecinta, conditiile 1) si 2) nu se indeplinesc. O

34



Definitia 2.2.5. Fie S o multime stabila exterior a grafului G si u € S.
Multimea vdrfurilor dominate de u si nedominate de varfurile multimii
S\{u} se numeste vecindtatea privata a varfului u relativa la S.

Vecinatatea privata a varfului u relativa la S se noteaza prin Py (u, S)
si este egald cu Py(u,S) = N[u]\(UUES\{u}N[v]). Trebuie de mentionat
cau € Py(u, S) daca si numai daca u este un varf izolat in G[S].

Teorema 2.2.1 poate fi acum reformulata dupa cum urmeaza:

Teorema 2.2.2. O multime stabila exterior S este minimala in G daca si
numai daca Py(u,S) #+ @ pentru oriceu € S.

Consecinta 2.2.1. Fie G = (V,E) un graf ce nu contine vdrfuri izolate.
Daca S este multimea stabila exterior minimald in G, atunci multimea V\S
este stabila exterior in G.

Demonstratie. Deoarece multimea S este stabild exterior minimala in
graful G, conform Teoremei 2.2.2, Py(u,S) # @ pentru orice u € S.
Aceasta inseamna cd pentru orice u € S existd un varf v € V\S care il
domina. Asadar, multimea V\S este stabild exterior in G. mi

Consecinta 2.2.2. Pentru orice graf G = (V,E) de ordin n > 2,
6(G) = 1, are loc relatia y(G) < n/2.

Demonstratie. Cum §(G) =1, G nu contine varfuri izolate. Fie S este
multimea stabild exterior minimala a grafului G. In virtutea Consecintei
2.2.1, multimea V\S este stabila exterior in G. Cu sigurantd, multimea S
sau V\S contine nu mai mult de n/2 varfuri. o

Teorema 2.2.3. Orice multime stabila interior maximala este si stabila
exterior minimald.

Demonstratie. Fie S este multimea stabild interior maximala a grafului
G = (V,E). Atunci, multimea S este stabila exterior, deoarece in caz
contrar, existd asa un varf v € V\S care nu e adiacent cu niciun varf din S,
ceea ce inseamnd cad multimea S’ =S U {v} este stabila interior si
S c §'. Din contradictia obtinuta rezulta ca multimea S este stabila
exterior. Fie ¢d S nu este minimald, atunci existd un varf u € S, la
eliminarea caruia se obtine multimea stabila exterior S"" = S\{u}, ceea ce
inseamnad ca u este adiacent cu cel putin un varf din S, insa aceasta vine in
contradictie cu faptul cd multimea S este stabila interior. O
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Ca si in cazul multimii stabile interior maxime, problema determinarii
valorii numirului ¥(G) este o problema dificili. In continuare, vom
prezenta cateva rezultate ce tin de estimarea inferioara si superioara a
numarului de stabilitate externa.

Teorema 2.2.4. Pentru orice graf G de ordin n, se indeplinesc relatiile:

n <v(G) < AG
TA(G)_Y( ) < n—A(G).

Demonstratie. Din definitia multimii stabile exterior se deduce ca orice
varf v din G domind 1 4+ deg(v) varfuri. Daca varful v este ales astfel
incat deg(v) = A(G), atunci v domina 1 + A(G) varfuri, adicd v domina
toate varfurile grafului G, cu exceptiaan — (1 + A(G )) varfuri. Deoarece
fiecare din cele n — (1 + A(G)) varfuri nu este dominat de v, existd
multime stabila exterior de cardinal n — (1 + A(G)) +1=n-A(G).
Deci, avem y(G) < n — A(G).

Fie S = {v4, v, ..., v} } este multimea stabild exterior minima a lui G.
Intrucat v; domina 1 + deg(v;) varfuri in G pentru orice i, 1 <i <k, si
varfurile multimii S domina toate varfurile grafului G, obtinem:

k
Z(l + deg(v;)) = n.
i=1

Intrucat 1 + deg(v;) < 1 + A(G) pentru orice 1 < i < k, avem:
k

n< Z(l + deg(vi)) <k (1 + A(G)) =
i=1
= n<k(1+A®).

Deoarece y(G) = k, rezulta ca

n
]/(G) = TA(G}

Teorema este demonstrata. |
Teorema 2.2.5. Pentru orice graf conex G = (V, E), are loc relatia:
D(G)+1

y(G) = 3
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Demonstratie. Fie u si v doud varfuri din G pentru care d(u,v) = D(G) si
fie L un lant de lungime d(u,v) care leaga varfurile u si v. Fie S este
multimea stabild exterior a grafului ¢. Vom ardta cd orice varf din S
domina cel mult trei varfuri din L. Fie w un varf din S. Daca w apartine
lantului L, atunci w domina cel mult trei varfuri din L: w si cel mult doud
varfuri adiacente cu w. Dacda w nu apartine lantului L, atunci, la fel, w
domina cel mult trei varfuri, care trebuie sa fie amplasate consecutiv in L,
in caz contrar, existd un lant de lungime mai scurta decat L care leaga u si

v. Carezultat, orice varf din S domina cel mult trei varfuri din L. Deoarece

numarul de varfuri in L este D(G) + 1, obtinem y(G) = @. o

2.3. Acoperire de varfuri. Clica

Fie e = (u, v) 0 muchie a grafului G = (V, E). Se spune ca varfurile
u si v acoperda muchia e, gi invers, muchia e acopera varfurile v si u.

Definitia 2.3.1. Submultimea de varfuri S €V se numeste acoperire de
vdrfuri a grafului G = (V,E), daca fiecare muchie din G este acoperita
cel putin de un varf din S.

Se observa cd orice acoperire de varfuri a unui graf conex este si
multime stabild exterior. Afirmatia inversa insa nu este adevarata.

Ca si in cazul multimilor stabile exterior, vom defini acoperire de
varfuri minimala si minima. O acoperire de varfuri se numeste minimald,
dacd orice submultime proprie a sa nu formeaza acoperire de varfuri.
Acoperirea de varfuri cu un numir minim de elemente se numeste
acoperire minimd. Cardinalul multimii de varfuri ce formeaza o acoperire
minima a grafului G se noteaza prin B, (G).

Pentru graful G din Figura 2.3.1, multimile S; = {v4,v;,v3,vs} si
S, = {vy, v3,v,} sunt acoperiri de varfuri minimale, iar S, este si acoperire
de varfuri minima. Pentru G avem B, (G) = |S,| = 3.

Uy VU3 Vg

L
41

Vg Vs
Figura 2.3.1. Graful G pentru care 8,(G) = 3 5i (G) = 4
37



Teorema 2.3.1. Submultimea de varfuri S €V este stabild interior in
graful G daca si numai daca multimea V\S este 0 acoperire de varfuri in
G =(V,E).

Demonstratie. Submultimea S este stabild interior daca si numai daca ea
nu contine varfuri adiacente. Astfel, orice muchie din G este incidenta cu
cel putin un varf din V\S. Acest lucru se produce, daca V\S formeaza o
acoperire de varfuri a grafului G. o

Consecinta 2.3.1. Pentru orice graf G, are loc relatia:
ao(G) + Bo(G) =n.

Demonstratie. Fie S este multimea stabila interior maxima a grafului G.
Conform Teoremei 2.3.1, multimea V\S este acoperire de varfuri in G si,
prin urmare, |V\S|=n—ay(G) = By(G). De asemenea, fie W este
acoperirea minima de varfuri a lui G. Atunci V\W este multimea stabila
interior si |[V\W|=n—By(G) < ap(G). Aceste doud inegalitati
impreuna implica egalitatea a(G) + Bo(G) = n. O

Definitia 2.3.2. O submultime de véirfuri S € V aunui graf G = (V,E) se
numeste clicd, daca oricare doud vérfuri din S sunt adiacente.

Conform acestei definitii, dacd S este o clica a grafului G, atunci ea
genereaza in G un subgraf complet. Prin analogie cu multimea stabila
interior, usor se defineste clica maximala si cea maxima.

Definitia 2.3.3. Cardinalul clicii maxime a lui G se noteaza prin ¢(G) si
se numeste densitatea grafului G.

Orice varf sau muchie a grafului este o clica. Evident, pentru orice graf
G=,E),|lV|=n=1,arelocrelatial < ¢(G) <n.

De exemplu, multimile de varfuri S; = {v,,v,,v4}, S2 = {v3,v6} si
S3 = {v,, V3,14, U5} formeaza clici maximale in graful G din Figura 2.3.1.
Pe langa aceasta, clica S5 este maxima in G. De aceea, ¢ (G) = |S;| = 4.

Din definitia notiunilor de clicd si multime stabila interior se deduce
urmatorul rezultat.

Teorema 2.3.2. Submultimea de varfuri S € V a grafului G = (V, E) este
clica (maximd, maximald) dacd si numai dacd in graful complementar G
submultimea S este stabila interior (maximd, maximald).
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Consecinta 2.3.2. Pentru orice graf G, are loc egalitatea ¢ (G) = ay(G).

2.4. Probleme si sarcini

1.

10.

Determinati multimea de varfuri stabila interior maxima, nucleul si
acoperirea minima de varfuri pentru graful din Figura 2.4.1.

Figura 2.4.1. Graful Petersen

Construiti un graf in care orice multime de varfuri stabild exterior
minima nu este §i stabila interior.

Fie G un graf cu n varfuri care contine multime stabild interior
formata din k varfuri, k < n. Determinati numarul maxim de muchii
ce pot apartine lui G.

Construiti un graf conex cu un numar par de varfuri, pentru care
y(G) = |V|/2.

Determinati valoarea y(C,),n > 3.

Fie G un graf. Verificati inegalitatea a(G) = y(G).

Demonstrati ca pentru orice numere naturale k sin, 1 <k <n,
existd un graf de ordin n, pentru care y(G) = k.

Demonstrati ca intr-un graf bipartit G cu m muchii are loc
inegalitatea m < a(G)By(G), care se transforma intr-o egalitate
daca si numai daca G este un graf bipartit complet.

Ardtati ca pentru graful G cu diametrul 2 (D(G) = 2), are loc relatia
v(G) < 6(G).

Demonstrati ca un graf G este bipartit dacd si numai daca satisface
urmatoarea proprietate: fiecare subgraf H al lui G contine o multime
stabila interior care are cel putin jumatate de varfuri din V (H).
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3. Cuplaje

3.1. Cuplaj. Acoperire de muchii

Intai de toate, vom defini notiunea de cuplaj.

Definitia 3.1.1. O submultime de muchii M € E neadiacente doua cate
doua se numeste cuplaj al grafului G = (V, E).

Ca si in cazul multimilor de varfuri stabile interior, se definesc
notiunile de cuplaj maximal si cuplaj maxim.
Definitia 3.1.2. Cuplajul M se numeste maximal in graful G, daca nu
exista un alt cuplaj W in G, astfel incat M c W.

Definitia 3.1.3. Cuplajul M se numeste maxim in graful G, daca pentru
orice cuplaj W din G are loc relatia |M| = |W|.

Cardinalul cuplajului maxim in graful G se noteaza prin a4(G). O
muchie arbitrara a grafului formeaza un cuplaj. De aceea, pentru orice graf
G care contine cel putin o muchie, are loc relatia 1 < a@;(G) < m, unde
m = |E(G)]|.

De exemplu, pentru graful G din Figura 3.1.1, pot fi mentionate cateva
cuplaje:

Ml = {(vll UZ)' (7.73, 7.74,), (U61 U7)}, MZ = {(Ull Us)' (UZ' v3)l (v7! v8)}1
M; = {(v3,v6), (v3,v5)}, My = {(v1,v4), (03, v6), (v3,V5), (v7,v8)}-
Cuplajul M3 nu este maximal, fiindcda M3 c M,. Cuplajele My, M, si M,
sunt maximale, iar M, este si maxim. Astfel, obtinem relatia:

a1(G) = M| = 4.
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(4] Uz G

' Vg U7 Ug

Us

Figura 3.1.1. Graf G pentru care a,(G) = 4

Din definitia cuplajului, multimii stabile interior si a grafului
muchiilor, rezultd urméatoarea propozitie.

Propozitia 3.1.1. Orice cuplaj al grafului G este multime stabila interior
in graful L(G) si deci are loc egalitatea a; (G) = ao(L(G)).

Astfel, cuplajele unui graf G pot fi studiate prin intermediul multimilor
stabile interior ale grafului muchiilor L(G).
O alta notiune strans legata de cuplaj este acoperirea de muchii.

Definitia 3.1.4. O submultime de muchii P € E se numeste acoperire de
muchii a grafului G = (V, E), daca orice varf din V este acoperit de cel
putin o muchie din P.

In mod analog cu acoperirea de varfuri, se definesc urmatoarele doua
notiuni.
Definitia 3.1.5. O acoperire de muchii se numeste minimald, daca orice
submultime proprie a sa nu este acoperire de muchii.

Definitia 3.1.6. Acoperirea de muchii cu un numdar minim de elemente se
numeste minimd.

Cardinalul acoperirii minime de muchii a grafului G se noteaza prin
B1(G). In orice graf care nu contine varfuri izolate, existd o acoperire de
muchii. In calitate de acoperire de muchii triviald poate servi multimea
tuturor muchiilor grafului.

Definitia 3.1.7. Cuplajul unui graf care este si o acoperire de muchii a
acestui graf se numeste cuplaj perfect.

In Figura 3.1.2 (a) este prezentati o acoperire de muchii a grafului G,
iar in Figura 3.1.2 (b) este prezentat un cuplaj perfect, care prin definitie
este si 0 acoperire minima de muchii a lui G. Deci, §,(G) = 5.
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() (b)

Figura 3.1.2. Graf G pentru care 8,(G) = 5. Cu linia ingrosatd
sunt marcate acoperiri de muchii

Din definitia cuplajului rezultd urmétoarea propozitie.

Propozitia 3.1.2. Daca G este un graf de ordin n = 2k + 1, atunci G nu
contine un cuplaj perfect.

Definitia 3.1.8. Fie M un cuplaj al grafului G = (V, E). Langul elementar
ale carui muchii apartin alternativ multimilor M si E\M se numeste lant
alternant in raport cu cuplajul M. Langul alternant ale carui extremitati
nu sunt acoperite de cuplajul M se numeste lant de majorare in raport cu
cuplajul M.

Lanturile de majorare sunt utilizate la studierea cuplajelor maxime in

grafuri.
(@) (b)

Figura 3.1.3. In (a) este prezentat un lant alternant, iar in (b) un lant de majorare.
Cuplajele sunt marcate cu linia ingrosata, iar lanturire alternante — cu linia intrerupta

Este important urmétorul rezultat.
Teorema 3.1.1. (Berge) Fie G = (V, E) un graf pentru care E = @ si M

este un cuplaj al acestuia. Atunci M este un cuplaj maxim daca si numai
daca in G nu existd niciun lant de majorare in raport cu cuplajul M.
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Demonstratie. Pentru implicatia directa, rationam prin reducere la absurd.
Fie M un cuplaj maxim si L un lant de majorare in raport cu M. Observam
ca in L numarul de muchii acoperite de cuplajul M este cu o unitate mai
mic decat numarul de muchii neacoperite de M. Definim un nou cuplaj M’
format din muchiile lantului L neacoperite de M si din muchiile cuplajului
M care nu apartin lui L. Este clar ca |M'| = |[M| + 1. Am obtinut 0
contradictie.

.,

€)) (b)
Figura 3.1.4. (a) Cuplajele M (linia ingrosata) si M' (linia intreruptd);
(b) diferenta simetrica a cuplajelor M si M’

Pentru implicatia inversa, fie M un cuplaj pentru care nu existad niciun
lant de majorare. Prin reducere la absurd presupunem ca M nu este un
cuplaj maxim. Fie M’ un astfel de cuplaj maxim. Atunci in mod evident
IM'| > |M|. Urmeaza sa analizim diferenta simetricd a acestor doud
multimi § = (M\M") U (M"\M) (Figura 3.1.4). Dat fiind faptul ca fiecare
varf v € V poate fi incident maximum cu o muchie din M si maximum cu
o muchie din M’, gradul fiecarui varf in subgraful H format din multimea
de muchii S si multimea de varfuri incidente muchiilor din S este mai mic
decat trei. Prin urmare, fiecare componenta conexa a lui H reprezinta un
lant sau un ciclu in care muchiile din M alterneaza cu muchiile din M’. In
cazul ciclului, alternanta muchiilor din M cu cele din M’ inseamna ca
lungimea oricarui ciclu din H este para si numarul de muchii din M si M’
in oricare ciclu este acelasi. Combinand cele spuse cu relatia |M'| > |M|
se obtine existenta Tn H a unui lant a carui prima si ultimd muchie apartin
lui M', adica extremitatile acestui lant nu sunt acoperite de M. Un astfel de
lant nu este altceva decat un lant de majorare in raport cu M. O

Urmatoarea teorema stabileste relatia dintre cardinalul cuplajului
maxim si cardinalul acoperirii minime de muchii intr-un graf G.
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Teorema 3.1.2. Pentru orice graf G = (V, E) de ordin n care nu contine
vdrfuri izolate, are loc relatia:

a;(G) + B1(G) = n.

Demonstratie. Notam a4 (G) prin aq si B1(G) prin f;. Vom demonstra in
continuare urmatoarele doud inegalitati din care rezulta egalitatea ceruta:

aq + ,81 <n, (31)
a,+p1=n. (3.2)

VVom demonstra mai intai relatia (3.1). Fie M este cuplajul maxim in G,
IM| = a; si V' multimea varfurilor lui G neacoperite de muchiile din M.
Evident, V' este 0 multime vidd sau este o multime stabild interior si
|V'| = n — 2a4, in caz contrar, cuplajul M n-ar fi maxim. Daca V' nu este
vida, atunci pentru orice v € V' exista cel putin un varf u € V\V' astfel
incét u~v, ceea ce rezultd din faptul ca G nu contine varfuri izolate. Pentru
fiecare varf v € V', alegem exact o muchie incidenta lui. Multimea de
muchii astfel alese 0 notam prin S, |S| = |[V'| =n — 2a,. Daca V' = @,
atunci si S este vidd. SU M este 0 acoperire de muchii care nu este
numaidecat minima. Rezult ca

B1<|SUM|=n—-2a,+a;=n—a; = a; + B, <n

In continuare, vom demonstra corectitudinea relatiei (3.2). Fie P este
acoperirea minima de muchii a lui G, |P| = B;. Vom analiza subgraful G’
format din multimea de varfuri V' si multimea de muchii P. Deoarece P
este acoperire minima, orice muchie din G’ este incidentd cu un varf de
grad 1, adica fiecare componenta conexa a lui G’ este o stea. Fie t > 1 este
numarul de componente conexe in G’ si k; este numarul de muchii in steaua
cu indicele i, 1 < i < t. Observam ci intr-o stea numarul de muchii este
cu o unitate mai mic decat numarul de varfuri. Alegem cate o muchie din
fiecare componenta conexa a grafului G’ si obtinem un cuplaj al grafului
initial G care nu este numaidecat maxim. Deci t < a;. Deoarece in G' nu
sunt varfuri izolate, rezulta ca

t t
n:Z(ki+1):Zki+t:|P|+t:ﬁl+tﬁﬁ1+a1=>
i=1 i=1
Sa+ L =n. o
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3.2. Cuplaje in grafuri bipartite

In cele ce urmeaza, vom efectua analiza cuplajelor in grafuri bipartite.

Teorema 3.2.1. (Hall) In graful bipartit G = (V4,V,, E) existd un cuplaj
care acoperda multimea V, daca si numai daca orice submultime A € Vy
satisface relatia |A| < [N(A)|, unde N(A) = Uyesa N(v).

Demonstratie. Observam ca conditia necesara a teoremei este adevarata.
Vom demonstra suficienta prin inductie matematici dupad numarul de
varfuri din V;. Pentru m = |V;| = 1 unicul varf din V; este incident cu cel
putin o muchie, care si formeaza cuplajul necesar.

Fie m > 1 si afirmatia teoremei este adevarata pentru orice graf
bipartit cu |V;| < m. Vom analiza doua cazuri posibile.

1) Pentru orice submultime A € V; are loc |A| < [N(A)|. In graful G
alegem o muchie arbitrard e = (u,v), u € V; si v € V,. La eliminarea
varfurilor u si v din G se obtine un graf bipartit nou G’ = (V{,V,,E") in
care |V{|=|V;]| —1 <m. Fie A" o submultime arbitrard a multimii V;.
Deoarece in graf G are loc |A'| < |[N(A")], iar din V, a fost eliminat doar
un singur varf, avem |A'| < |N,/(A4")|. Conform ipotezei inductive, in
G' existd un cuplaj M care acoperd multimea V;. Adaugand la M muchia
e, se formeaza cuplajul grafului G care acopera V/;.

Vi Ao ViAo
G! GII

V N(Ay) V2\N(4p)
Figura3.2.1

2) Fie ca in multimea V; existd o submultime proprie A, pentru care
|Agl = |[N(4p)|. Notam prin G’ subgraful bipartit generat de multimile A,
si N(A,) (Figura 3.2.1). Evident, pentru orice submultime A € A,, avem
Ng(A) = Ngi(A) si |Al < |Ng(A)]. Notam prin G" subgraful bipartit
generat de multimile Vi\A, si V,\N(4y). Pentru orice submultime
A" € V;\A,, avem
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|Aol+IA"l = |[Ag UA'| < INg(Ag UA")| = [Nc(A)I+INg(A)| =
= 4] < [Ngn(AD)].

Conform presupunerii inductive, in G’ existd un cuplaj M’ care acopera A,
iar in G"' existd un cuplaj M"' care acoperd V;\A,. Concluzionim ca
cuplajul M" U M"" acopera multimea de vérfuri V; a grafului bipartit G. o

Consecinta 3.2.1. [n orice graf bipartit regulat G = (Vy,V,, E) existi un
cuplaj perfect.

Demonstratie. Fie G = (V1,V,, E) un graf bipartit regulat si deg(v) = m
pentru orice v € V; UV,. Atunci pentru submultimea arbitrara A € V;
numarul muchiilor incidente varfurilor din A este egal cu m|A|. Deoarece

mA _ |4l in
m n

conformitate cu Teorema 3.2.1, in G exista cuplaj care acopera V. In orice

graf bipartit regulat are loc |V; | = |V,|, de unde rezulta ca orice cuplaj care

acopera multimea V; este perfect. O

gradele tuturor varfurilor sunt egale cu m, avem |[N(A4)| >

Consecinta 3.2.2. Fie G = (V,V,,E) un graf bipartit si t un numar
natural, t < |V;|. In G existi un cuplaj de cardinal t dacd si numai daci
orice submultime A € V, satisface relatia IN(A)| = |A| +t — |V4].
Demonstratie. Construim un graf bipartit nou G' = (V,V,,E") prin
adaugarea a |V; | — t varfuri noi la multimea V, astfel incat fiecare varf nou
sa fie adiacent cu toate varfurile din V;. Existenta in G a unui cuplaj de
cardinal t este echivalentd cu existenta in G' a unui cuplaj care acopera
Vv, iar pentru aceasta, conform Teoremei 3.2.1, trebuie si fie satisfacuta
relatia |A| < |N,/(A)|. Deci, avem

|Al < INg/ (A = INg (DI + V1] — t = [N (A = |A] +t — V4.
Consecinta este demonstrata. mi

Teorema 3.2.2. Pentru orice graf bipartit G, este adevarata egalitatea
a;(G) = Bo(G).

Demonstratie. Fie M un cuplaj maxim al grafului bipartit G = (V;,V,, E).
Deoarece orice acoperire de varfuri a grafului G contine cel putin cite un
varf incident cu fiecare muchie din M si oricare doua muchii din M nu sunt
adiacente, se obtine a;(G) < By(G). Urmeaza sa aratam ca pentru orice
acoperire minima de varfuri B a lui G exista un cuplaj de cardinal |B].
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Vi Vi\R, Ry

H' H

v, R, V2\R;

Figura 3.2.2

FieR, = BNV, siR, = BNV,.FieH si H doua subgrafuri ale lui G
induse de multimile de varfuri Ry U (V,\R,) si R, U (V;1\R,) (Figura
3.2.2). Deoarece reuniunea R; U R, formeaza acoperirea de varfuri, graful
G nu contine muchii intre multimile V;\R; si V,\R,. Fie S € R, si deci
Ny (S) € V,\R,. Dacad [Ny (S)| < |S], atunci substituind S cu Ny (S) in B
obtinem o acoperire de varfuri B’ pentru care |B’| < |B|, adica obtinem
contradictie cu faptul ca B este acoperire minima de varfuri. De aici, avand
in vedere Teorema 3.2.1, in H existd un cuplaj My care acopera R;.
Aplicand acelasi rationament pentru H', obtinem existenta in H' a unui
cuplaj My in H' care acoperdi R,. Intrucat HNH' =@, avem
|My UMy/| = |B|. m

3.3. Cuplaje in grafuri arbitrare

in paragraful precedent au fost studiate cuplaje in grafuri bipartite.
Urmeaza sd prezentam cateva rezultate importante cu referire la cuplaje
pentru grafuri arbitrare.

Vom nota prin q(G) numarul de componente conexe CU un numar
impar de varfuri ale grafului G. Urmatoarea teorema este prezentatd fara
demonstratie.

Teorema 3.3.1. (Tutte) /n graf G = (V,E) existd un cuplaj perfect dacd
si numai daca q(G — S) < |S| pentru orice S C V.

Teorema 3.3.2. (Petersen) In orice graf conex 3-regulat (cubic), care nu
contine istmuri, exista un cuplaj perfect.

Demonstratie. Fie G = (V, E) un graf 3-regulat, ce nu contine istmuri, si
S c V. Vom nota prin G4, G5, ..., G4 componentele conexe cu un numar
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impar de varfuri ale grafului G — S. Fie m; este numarul de muchii cu 0
extremitate in G; si cu cealalta in S, 1 < i < q. Deoarece graful G este
3-regulat, avem

deg(®) = 3IV(G)| 5i ) degs(v) = 3sl.

veV(G;) VES

Din prima relatie rezulta ca

mi= ) degg(®) — 2[E(G)|
veV(G;)
este un numar impar. Prin urmare, in virtutea faptului cd G nu contine
istmuri, m; = 3 pentruorice i, 1 < i < q. Asadar, numarul de componente
conexe ale lui G — S cu un numar impar de varfuri satisface relatia

q
1 1
g3 ) ms3) dego(®) =1l
i=1

VES
Astfel, conform Teoremei 3.3.1, in G exista un cuplaj perfect. O
Intr-un graf cubic care contine istmuri poate si nu existe un cuplaj

perfect (Figura 3.3.1 (a)). Pe de alta parte, intr-un graf cubic care contine
istmuri, poate exista un cuplaj perfect (Figura 3.3.1 (b)).

61 eZ
Gy G
12 €3
€4 €s
€Y (b)

Figura 3.3.1. In G, pentru multimea S = {v,}, avem q(G; —S) =3 >1=S|.
In Gy, multimea {e;, e,, e3, e4, es} formeazd un cuplaj perfect, iar e5 este un istm

Teorema 3.3.3. (Berge) Pentru orice graf G de ordin n, este adevarata
relatia:
n—max{q(G —S) —|S|:S < V(G)}
5 .
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Demonstratie. Fie t = max{q(G —S) — |S|:S € V(G)}. Este limpede ca
cel mult n — t varfuri pot fi acoperite de muchiile cuplajului maxim in G.
Pentru a arata ca aceasta estimare poate fi atinsa, vom folosi un graf nou
H=G+K, Fie SCV(H). Daca S' =0, atunci q(H —S") < |S'l,
deoarece H contine un numar par de varfuri, ceea ce rezulta din faptul ca t
are aceeagi paritate ca si |V (G)|. Daca S’ # @ si S’ nuinclude V (K,), atunci
H — S’ consti dintr-o singurid componenti conexd si 1 < |S’|. In final,
daca V(K;) € S, atunci notam S = S'NV(G). ObtinemH —S' =G — S
sigq(H—S5")=q(G—S) <|S|+t=1S"|. Conform Teoremei 3.3.1,in H
exista un cuplaj perfect M. Ca rezultat al eliminarii muchiilor din M care
au o extremitate in V(K;), se obtine un cuplaj M al grafului G care nu

. N . n—t
acopera cel mult t varfuri. Asadar, are loc relatia [M'| > — O

3.4. Probleme si sarcini

1. Determinati cuplajul maxim si acoperirea de muchii minima a
grafului din Figura 3.4.1.

Uy Uz U3 Us Us

%1 UV, V3 Vs Vs Vg Uy
Figura3.4.1

2. Demonstrati sau respingeti printr-un exemplu concret afirmatia:
orice cuplaj al grafului se contine intr-un cuplaj maxim.

3. Determinati numarul cuplajelor perfecte ale arborelui T cu n varfuri.

4. Determinati numarul cuplajelor perfecte ale grafului complet K,,,.

5. Fie intr-un graf bipartit G = (V3,V,, E) gradul oricarui varf din V3
nu este mai mic decat gradul oricarui varf din V,. Ardtati ca in G
exista un cuplaj care acopera multimea V;.

6. Verificati daca pentru orice graf bipartit k-regulat exista cuplajul
perfect.
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4. Conexitatea

4.1. Grafuri conexe. Componente conexe

Conform Definitiei 1.3.7, un graf G pentru oricare doua varfuri ale
caruia existd un lant ce le leagd se numeste graf conex. In caz contrar, G
este un graf neconex. La fel, se cunoaste ca 0 componentda conexa a grafului
G este un subgraf maximal conex al lui G.

Definitia 4.1.1. O submultime de varfuri S € V se numeste multime de
separare a grafului G = (V,E) daca la eliminarea ei din G se obtine un
graf nou cu mai multe componente conexe. Multimea de separare a
grafului se mai numeste multime de articulatie.

Daca S este o multime de separate a grafului G si S = {v}, atunci v se
numeste varf de articulatie (inflexiune) al lui G. O muchie la eliminarea
careia se obtine un graf cu mai multe conexe se numeste istm sau punte.
Evident, daca e este un istm al unui graf cu n > 3 varfuri, atunci cel putin
una dintre extremitatile sale este varf de articulatie.

Definitia 4.1.2. Numarul minim de varfuri la eliminarea carora din graful
G se obtine un graf neconex sau graful trivial K, se numeste numdr de
conexitate dupd varfuri si se noteaza prin k(G).

Definitia 4.1.3. Numarul minim de muchii la eliminarea carora din graful
G se obtine un graf neconex se numeste numadar de conexitate dupd muchii
si se noteaza prin A(G).

De exemplu, multimea S = {v, v3, Vs, Vs } €Ste 0 multime de separare
a grafului G; din Figura 4.1.1 (a). Pentru acest graf, avem k(G,) = 2 si
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A(G,) = 3. Varfurile v,, v3, v ale grafului G, din Figura 4.1.1 (b) sunt
varfuri de articulatie, iar muchiile (v,,v,), (v3,vs), (vs, vg), (Vs, v7) sunt
istmuri.

U1 Us, G,
1%
2 U3 U7
2 Ve
(b)

Figura 4.1.1. (a) Graf G, pentru care k(G,) = 2 si A(G{) = 3;
(b) graf G, cu 3 vdrfuri de articulatie si 4 istmuri
Teorema 4.1.1. Pentru orice graf conex G, diferit de graful trivial, sunt
adevarate relatiile:
k(G) < A(G) < 6(G6).

Demonstratie. Evident ¢d A(G) < 6(G), deoarece la eliminarea tuturor
muchiilor incidente unui varf de grad 6(G), se obtine un graf neconex.
Riamane si aratim ca k(G) < A(G).

Daca G nu este conex sau contine un istm, atunci k(G) = A(G). Fie G
un garf conex care nu contine istmuri. Sa notam prin S multimea muchiilor
de cardinalul 1(G) la eliminarea carora se obtine un graf neconex. Notdm
prin S' o submultime Iui S pentru care |S'| = A(G) — 1. Se observa ca
graful ce se obtine din G la eliminarea multimii de muchii S” este conex si
contine un istm e = (u,v). Pentru fiecare muchie din S’, selectaim o
extremitate a ei diferitd de véarfurile u si v. La eliminarea varfurilor
selectate din G, totodata se vor elimina si toate muchiile din S’. Daca graful
rezultat nu este conex, atunci k(G) < A(G) — 1. in caz contrar, daca graful
rezultat raimane conex, atunci in urma eliminarii varfului u sau v se va
genera un graf neconex sau un graf trivial. Prin urmare, rezulta
relatia k(G) < A(G). O
Teorema 4.1.2. Pentru orice trei numere naturale p, q, r, care satisfac
relatia p < q < r, exista un graf G pentru care k(G) = p, A(G) = q si
6(G) =r.

Demonstratie. Definim un graf G = (V, E) de ordinul 2(r + 1), multimea

varfurilor caruia este V=V, UV,, V; = {vi', e vﬁﬂ}, i = 1,2. Multimea

E contine muchiile (vi,v}), i=12, kl=Tr+1, k+L Astfel
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multimile V; si V, sunt clici in G. Multimea E contine si toate muchiile de
tipul (v, vZ), k =Tp, si de tipul (v3,v2,,), k =1,q — p. Structura
grafului obtinut este prezentata in Figura 4.1.2. Usor ne putem convinge ca
graful construit posedd proprietatile necesare: k(G) =p, A(G) = q si
6(G) =r. O

______________

Lr+1

P e et

~

~

Figura 4.1.2. Graf G pentru care k(G) = p, M(G) = q si §5(G) =7

Definitia 4.1.4. Un graf G se numeste k-conex, daca se indeplineste relatia
k(G) = k.

De exemplu, graful G, din Figura4.1.1 (a), pentru care k(G) = 2, este
1-conex si 2-conex.

Definitia 4.1.5. Un subgraf maximal k-conex al grafului G se numeste
componentd k-conexdi a lui G.

Subgraful lui G; din Figura 4.1.1 (a) indus de multimea de varfuri
{v1,v,, V3, Vs, U5} reprezinta componenta 3-conexa a lui G;.

Teorema 4.1.3. Oricare doua componente k-conexe diferite ale grafului
contin cel mult k — 1 varfuri comune.

Demonstratie. Fie G, = (V1,E;) si G, = (V,,E;) douda componente
k-conexe diferite ale grafului G si Vy = V3 N V,. Presupunem contrariul,
adica |Vy| = k. Vom demonstra in continuare ca in acest caz graful
G4 U G, este k-conex.

Alegem o submultime arbitrard de varfuri S € V; UV, astfel incat
|S| =k —1. Notam §; = (V;\Vp) NS, S, = (VL\Vp))NSsiSog=VyNS
(Figura 4.1.3). Deoarece |S; USy| <k —1, |S; US| <k —15i Gy, Gy
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sunt doua grafuri k-conexe, rezultda ca H; =G;—(S;USy) si
H, = G, — (S, U Sy) sunt grafuri conexe.

S\ S0 /55

—

Figura4.1.3

Tinand cont de presupunerea |V,| > k, se constata ca H; si H, au cel putin
un varf comun. Astfel, reuniunea grafurilor H; si H, formeaza un graf
conex, ceea ce contrazice faptul ca G; si G, sunt componente k-conexe. o

4.2. Grafuri 2-conexe

Mai intai vom prezenta cateva rezultate care pot fi usor verificate.

Propozitia 4.2.1. Gradul oricarui varf al grafului 2-conex este mai mare
decdt unu.

Propozitia 4.2.2. Daca grafurile G, si G, sunt 2-conexe si au cel putin
doud varfuri comune, atunci graful G, U G, la fel este 2-conex.

Propozitia 4.2.3. Daca G este un graf 2-conex si L este un lant elementar
extremitdtile caruia apartin lui G, atunci G U L este un graf 2-conex.

Propozitia 4.2.4. [ntr-un graf 2-conex pentru orice trei vdrfuri distincte u,
v, W existd un lant elementar care leaga virfurile u, v si nu trece prin
varful w.

Teorema 4.2.1. Pentru orice graf conex G = (V, E) de ordin n > 2, sunt
echivalente urmatoarele afirmatii:

1) G este un graf 2-conex;

2) orice doud varfuri ale grafului G apartin unui ciclu elementar;

3) orice varf si orice muchie ale lui G apartin unui ciclu elementar;

4) orice doud muchii ale lui G apartin unui ciclu elementar;

5) pentru orice doud virfuri u, v si orice muchie e a grafului G,
exista un lant elementar ce leaga varfurile u, v si trece prin
muchia e;

6) pentru orice trei varfuri u, v si w, exista un lant elementar cu
extremitdtile in u si v care contine al treilea varfw.
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Demonstratie. Este suficient sa demonstram sirul de implicatii:
1) = 2),2) = 3),3) = 4),4) = 5),5) = 6), 6) = 1).

1) = 2). G =(V,E) este un graf 2-conex si u, v doua varfuri
arbitrare ale lui G. Din Propozitia 4.2.1, avem deg (u) = 2, ceea ce
inseamna ca exista doua varfuri x si y adiacente cu u. Conform Propozitiei
4.2.4,1n G exista un lant elementar L care leaga varfurile x, y si nu trece
prin u. Ciclul elementar care contine varful u poate fi obtinut prin
reuniunea lantului L cu muchiile (u, x) si (u, y). Notam prin C,, multimea
tuturor ciclurilor elementare care contin varful u. Daca varful v apartine
unui ciclu din C,,, atunci implicatia 1) = 2) este demonstrata.

Presupunem cé in €, nu exista cicluri care ar contine v. Vom diviza
in acest caz V in doud submultimi: ¥}, — multimea varfurilor ce apartin
ciclurilor din C, si V;, = V\Vj,. Deoarece G este conex, in G exista doua
varfuri adiacente z si t, astfel incat z € V, si t € V. Fie C, , un ciclu
elementar care contine u si z. Conform Propozitiei 4.2.4, existda un lant
elementar L;,, cu extremitatile in ¢ si u care nu contine z. Fie ca w este
primul varf al lui L, ,,, socotit de la t spre u, care apartine ciclului C,, ,.
Acum usor putem construi ciclul elementar C,, . care se obtine ca rezultat
al reuniunii lantului L,,, ,, Ce trece prin u si este parte componenta a ciclului
Cy 7, cumuchia (z, t) si cu lantul L, ,, care este parte componenta a lantului
Ly, (Figura 4.2.1). Asadar, am obtinut contradictie cu faptul ca t € ;.
Prin urmare, V,; = @ si varfurile u si v apartin unui ciclu elementar.

A ll
u Va z F W

Figura4.2.1

2) = 3). Fieuun varfsi e = (v, w) 0 muchie a grafului G. Conform
afirmatiei 2) din teorema, in G exista un ciclu elementar C,, ,, care trece prin
varfurile u si v. Este clar ca daca acest ciclu contine muchia e sau varful
w, atunci implicatia 2) = 3) are loc. Sa admitem c@ muchia e si varful w
nu se contin in Cy ,,. Tindnd cont de afirmatia 2) din teorema, exista un
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ciclu elementar C, ,, care trece prin u si w. Un ciclu elementar care contine
varful u si muchia e se obtine in urma reuniunii lantului L,, ,,, € porneste
din varful u si este parte componenta a ciclului C, ,,, cu muchia e si cu
lantul L, ,,, care este partea componenta a ciclului C, ,,,.

3) = 4). Fiee; = (u,v) si e, = (x,y) doud muchii ale grafului G.
Conform afirmatiei 3) din teorema, exista cicluri elementare C; si C,, astfel
incat C; contine muchia e si varful x, iar C, contine muchia e; si varful
y. Deci, iIn mod similar cu cazurile precedente poate fi construit un ciclu
care contine ambele muchii e; si e,.

4) = 5). Fie u, v doua varfuri si e = (x,y) 0 muchie a lui G. Fiind
conex, graful G contine un lant elementar L, ,, cu extremititile in u si v. In
baza afirmatiei 4) din teorema, in G exista un ciclu elementar C care
contine muchiile e si (u, w), unde w € L, ,, si u~w. Usor se observ cd in
reuniunea ciclului C cu lantul L, ,, exista lantul cautat.

5) = 6). Fie u,v,w €V si e = (w,t) este 0 muchie a grafului G.
Avand in vedere afirmatia 5) din teorema, in graful G exista un lant
elementar cu extremitatile u, v care trece prin muchia e si ca rezultat trece
prin varful w.

6) = 1). Fieu € V. Vom arata ca graful G — u este conex, i.e. pentru
orice pereche de varfuri v si w existd un lant ce le leagd. Conform
afirmatiei 6) din teorema, in G exista un lant L,, ,, ce trece prin v. Evident,
acest lant contine un sublant L,,,, ce nu trece prin u, ceea ce inseamna ca
G — u este conex. m

4.3. Teorema lui Mengher

Teorema lui Mengher reprezinta unul din rezultatele clasice ale teoriei
grafurilor care stabileste o legatura directd intre conexitatea grafurilor si
notiunea de separabilitate a varfurilor in graf prin intermediul lanturilor
disjuncte.

Definitia 4.3.1. Intr-un graf G doud lanturi se numesc disjuncte, dacd
acestea nu contin varfuri comune decat la extremitatile sale.

Fie u si v doua varfuri ale grafului G. O familie de lanturi cu
extremitatile in varfurile u si v se numeste disjunctd, daca orice doua
lanturi din aceasta familie sunt disjuncte.

55



Definitia 4.3.2. O submultime de varfuri S € V se numeste multime de
separare a vérfurilor u si v, u,v € V, daca la eliminarea multimii S din
graful G = (V,E) se obtine un graf nou in care varfurile u si v apartin
diferitelor componente conexe. Vom mai spune cd multimea S separa
vdrfurile u siv.

U2 Uy

U3 Us
Figura4.3.1

De exemplu, pentru graful din Figura 4.3.1, numarul maxim de lanturi
disjuncte, ce unesc varfurile u = v, si v = v, este trei:

Ly = (vq, V3,4, V7): L, = (V1:U6. 777). L3 = (vq,v3,Vs,v7).

Familia L = {L, L, L3} este disjunctd, iar multimile S; = {v,, v, v3} si
S, = {vy, Vg, s} sunt multimi de separare a varfurilor u si v.

Teorema 4.3.1. (Mengher) Numdarul minim de virfuri ce separd doud
vdrfuri neadiacente u si v ale grafului este egal cu numdrul maxim de
lanturi disjuncte ce leaga vdrfurile u si v.

Demonstratie. Este clar ca daca numarul minim de varfuri care separd u si
v este k, atunci existd nu mai mult de k lanturi disjuncte ce leaga varfurile
u si v. Vom arata ca in acest caz exista exact k lanturi disjuncte ce leaga u
si v. Pentru k = 1 afirmatia teoremei este evidenta.

Sa presupunem ca pentru k > 1 afirmatia teoremei nu este adevarata.
Fie h este cea mai mica valoare a lui k si H un graf cu numarul minim de
varfuri pentru care afirmatia teoremei nu este adevaratd. Vom elimina din
H cate o muchie pana cand se obtine un graf G in care varfurile u si v sa
fie separate de h varfuri, iarin G — e de h — 1 varfuri, unde e este 0 muchie
arbitrara din G. Din constructia grafului G rezulta ca pentru orice muchie e
existd multimea varfurilor S,, |S,| = h — 1, care separd u si v in G — e.
Graful G — S, contine cel putin un lant ce leaga u si v, deoarece in G exista
h varfuri ce separa u si v. Fiecare astfel de lant L trece prin muchia
e = (s,t), fiindca L nu formeaza un lant in G — e. Deci s,t € S, si daca
S#usis # v,atunci S, U {s} separd u si v in G.
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Sunt adevarate urmatoarele doua observatii despre graful G:

1) In graful G nu existd varfuri adiacente concomitent cu u i v.

Fie w este un varf adiacent cu u si v. Atunci in graful G —w, cu
numarul de varfuri mai mic decat in H, trebuie sd existe h — 1 lanturi
disjuncte ce leaga varfurile u si v. Acum, in urma adaugarii varfului w si
a muchiilor (u,w), (w,v), graful G va avea h lanturi disjuncte care leaga
varfurile u si v, ceea ce contrazice presupunerea despre graful H.

2) Orice multime de separare W, \W| = h, a varfurilor u si v se
contine in vecindtatea lui u sau v.

Fie W este o multime de separare a varfurilor u si v in G si |W| = h.
Un lant care leagd u cu un varf arbitrar w; € W si care nu contine alte
varfuri din W il notam prin L,,. In mod analog, un lant care leaga v cu un
varf arbitrar w; € W si care nu contine alte varfuri din W il notam prin L,,.
\Vom nota familia tuturor lanturilor L,, prin P, si, respectiv, familia tuturor
lanturilor L,, 0 vom nota prin P,. Din faptul ca orice lant L ce leaga u si v
contine un varf din W, rezultd cd fiecare astfel de lant L este compus
dintr-un lant din P, si dintr-un lant din P, care se intersecteaza intr-un varf
w; € W. Lanturile din P, si P, nu au alte varfuri comune decat varfurile
din W, altfel exista un lant ce leagd u, v si nu contine niciun varf din W.
Avem L, — W = u pentru orice lant L,, din P,, sau L, — W = u pentru
orice lant L, din P,, fiindca, in caz contrar, lanturile din familia P,
impreuna cu varful v si cu muchiile din {(wy, v), (w,, v), ... } sau lanturile
din P, impreuna cu varful u si cu muchiile din {(u,wy), (w,wy), ...}
genereaza grafuri conexe cu un numar mai mic de varfuri decat in G, in
care u si v nu sunt adiacente si, prin urmare, fiecare din aceste doua grafuri
contine cate h lanturi disjuncte ce leaga u si v. Reuniunea segmentelor L,,
si L, ale acestor lanturi formeaza h lanturi disjuncte ce leagd u si v in G.
Din aceasta contradictie rezulta corectitudinea observatiei 2).

Fie P = (u,wy, Wy, ...,v) un lant de lungime minima ce leaga
varfurile u, v in G si e = (wy, w,). Din observatia 1), obtinem w; # v,
wy # v si (wy,v) € E(G). Definim multimea S, = { x1, x5, ..., xp_1} C€
separa varfurile u si v in G — e. Avand in vedere observatia 2), faptul ca
(wy,v) € E(G), si folosind multimea de separare W = S, U {w;}, avem
(u,x;) € E(G) si (x;,v) & E(G) pentru orice i = 1,h — 1. Insi, daca
W =S, U {w,}, atunci in baza observatiei 2) avem (u,w,) € E(G), ceea
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ce vine in contradictie cu faptul ca P este un lant de lungime minima ce
leagd u si v In G. Asadar, nu exista graful G cu proprietatile mentionate,
iar aceasta inseamnd cd nu existd nici graful H pentru care afirmatia
teoremei nu are loc. Teorema este demonstrata. m

4.4. Grafuri k-conexe

Lema 4.4.1. Pentru orice graf k-conex G = (V,E), k = 2, si o muchie
arbitrara e € E, graful G — e este (k — 1)-conex.

Demonstratie. Fie e = (u,v) si W este multimea de varfuri pentru care
graful H = G — e — W este neconex sau trivial. Daca u sau v apartine lui
W, atunci H= G — W si |W| > k. In caz contrar, u si v fac parte din
graful neconex H. Acum daca graful G — u — W este neconex, atunci are
loc relatia |W| = k — 1. In caz contrar, H este format din varful izolat u si
inca o componenta conexa diferita de varful u. Prin urmare, graful
G — v — W este trivial sau neconex si |W| = k — 1. O

Teorema 4.4.1. Un graf G = (V,E) este k-conex, k = 1, daca si numai
daca numdrul de lanturi disjuncte ce leaga oricare doud vdrfuri distincte
ale lui G este nu mai mic de k.

Demonstratie. Sa presupunem mai intdi cd asemenea lanturi exista.
Selectam doua varfuri arbitrare u si v ale lui G, u # v. Dintr-o multime de
k lanturi disjuncte ce leaga u si v cel mult un lant nu contine varfuri diferite
de u si v, ceea ce inseamnd ca |V| = k + 1. Este suficient de aratat ca orice
multime de articulatie U a lui G consta din nu mai putin de k varfuri. Fie
P este multimea lanturilor disjuncte ce leaga varfurile grafului G care
apartin componentelor conexe diferite ale lui G — U. Atunci, U contine cel
putin cate un varf din fiecare lant al multimii P. Astfel, |U| > k.

Sa presupunem ca G este un graf k-conex si fie u si v doud varfuri
distincte din G. In cazul k = 1 rezultatul este trivial, deci s considerim
k > 2. Daca u si v nu sunt adiacente, orice multime de separare a varfurilor
u si v are cel putin k elemente. De aici, conform Teoremei 4.3.1, exista cel
putin k lanturi disjuncte ce leaga u si v. In caz contrar, din Lema 4.4.1
rezulta ca graful G — (u, v) este (k — 1)-conex. Deci, conform Teoremei
4.3.1, exista cel putin k — 1 lanturi disjuncte ce leagd u siv in G — (u, v),
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iar impreuna cu lantul format dintr-o singura muchie (u, v) se obtin cel
putin k lanturi disjuncte ce leagd u si v in G. i

Propozitia 4.4.1. Fie uq,uy, ..., u, sunt varfuri distincte ale grafului
k-conex G = (V,E) si H un graf care se obtine din G prin adaugarea unui
varf nou v si a muchiilor (u;,v), i =1,k. Atunci graful H este
k-conex.

Corectitudinea Propozitiei 4.4.1 poate fi usor verificata.

Lema 4.4.2. Fie G = (V,E) un graf k-conex, k = 1, w un varfdin V si S
o submultime de varfuri din V\{u}, |S| = k. Atunci in G exista k lanturi
disjuncte, ce leagd v cu k vdrfuri distincte din S.

Demonstratie. Construim un graf nou H prin addugarea la G a unui varf
nou v, astfel incat v sa fie adiacent cu toate varfurile din S. Din Propozitia
4.4.1 rezulta ca graful H este k-conex. Conform Teoremei 4.4.1, in H
existd k lanturi disjuncte Ly, L,, ..., Lj, ce leagd u si v. Este clar ca in urma
elimindrii varfului v din fiecare lant L;, i = 1,n, se obtin k lanturi
disjuncte, care leaga v cu k varfuri distincte din S. o

Teorema 4.4.2. Orice k varfuri ale grafului k-conex G = (V,E), k = 2,
apartin unui ciclu elementar.

Demonstratie. Fie U o multime formata din k varfuri ale grafului G si fie
C un ciclu elementar care contine numarul maxim de varfuri din U. Sa
zicem cd C contine [ varfuri. Teorema 4.2.1 implica [ > 2. Fie v un varf
din U care nu se contine in C.

Presupunem ca [ < k. Tinand cont de Lema 4.4.2, existd multimea
lanturilor disjuncte care leagd v cu fiecare varf din C. Inlocuirea unei
muchii a lui C cu doua dintre aceste lanturi genereaza un ciclu care contine
un numar mai mare de varfuri din U decéat C. Am obtinut contradictie.

Fiecal > k si W este o multime formata din k varfuri din C. Conform
Lemei 4.4.2, existda multimea lanturilor disjuncte care leagd v cu fiecare
varf din W. Sa notam aceste lanturi prin L;, unde w; € W, i = 1,k. Fie ca
x; este primul varf al lantului L;, socotit de la v spre w;, care apartine
ciclului C. Consideram sublantul L;" al lui L; care leaga v si x;. Inlocuind
fiecare lant L; cu sublantul corespunzitor L;', si W cu multimea
W' = {x4, x5, ..., X}, putem considera ca orice lant din multimea lanturilor
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disjuncte se atinge de C doar in varful sau terminal. Acum, exista doua
varfuri x; si x; ale lui W, astfel incat unul din sublanturile din C care leaga
x; $i x; nu contine un oarecare varf din W U U diferit de x; si x;. Inlocuind
acest sublant cu un lant ce trece prin v, compus din L;" si L;’, obtinem un
ciclu care contine un numar mai mare de varfuri din U decéat C. Din nou
am obtinut contradictie. O
Teorema 4.4.3. Fie G un graf de ordin n = 2 si k un numdar natural,
1<k<n-1.Dacad(G) = %(n + k — 2), atunci G este k-conex.

Demonstratie. Presupunem ca graful G nu este k-conex. Atunci in G exista
multimea de articulatie U, |U| = | < k — 1. Fie G; o componentd conexa
a grafului G — U cu numarul minim de varfuri n,. Atuncin, < (n —10)/2.
Daca v este un varf din G4, atunci in G varful v poate fi adiacent doar cu
varfurile multimii U si cu varfurile din G;. Asadar, obtinem

1 1
6(G) <deg(v) <l+ n —1 Sz(n+l—2) Sz(n+k—3).
Teorema este demonstrata. O
4.5. Probleme si sarcini

1. Determinati valorile numerelor k(G) si A(G) pentru graful G din
Figura 4.5.1.

Figura4.5.1

2. Aratati ca orice graf k-conex de ordinul n are cel putin kn /2 muchii.
3. Care este numarul maxim de véarfuri de articulatie In graful de
ordinul n?
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Construiti un exemplu de graf G pentru care k(G) = 2, A(G) = 3 si
6(G) =4.

Aratati ca orice graf k-critic este conex.

Aritati cd daci G si G sunt grafuri conexe de ordinn > 5, atunci cel
putin unul dintre ele contine un ciclu elementar.

Aratati ca intr-un graf conex orice doua lanturi elementare de
lungime maxima au cel putin un varf comun.

Demonstrati cd pentru price graf G, care satisface conditia
A(G) < 3, are loc k(G) = A(G).

Fie G un graf cu n varfuri. Aratati ca daca §(G) = n/2, atunci G
este conex.
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5. Arbori

5.1. Caracterizarea arborilor

Séa ne aducem aminte definitia arborelui:

Definitia 5.1.1. Un graf conex si aciclic (fara cicluri) se numeste arbore.
Deseori un graf arbore se noteaza prin T.

Definitia 5.1.2. Graful ale carui componente conexe sunt arbori se
numeste pddure.

In Figura 5.1.1 sunt reprezentati toti arborii cu sase varfuri.

DT

Figura 5.1.1. Toyi arborii cu sase vdrfuri

inainte de a trece la caracterizarea arborilor, vom demonstra
urmatoarea lema.

Lema 5.1.1. Orice graf conex cu n vdrfuri contine cel putin n — 1 muchii.

Demonstratie. Fie G un graf nul cu n varfuri. Este clar cd adaugarea unei
muchii la un graf diferit de graful complet reduce numarul de componente
conexe ale acestuia cu cel mult una. Prin urmare, graful care se obtine in
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urma adaugarii a k muchii la G contine cel putin n — k componente
conexe. Asadar, fiecare graf cu n varfuri si nu mai mult de n — 2 muchii
are cel putin doud componente conexe, iar in calitate de graf conex cu n
varfuri si n — 1 muchii poate servi graful lant. O

Teorema 5.1.1. Pentru orice graf G = (V,E) cu n vdrfuri si m muchii,
sunt echivalente urmadtoarele afirmatii:
1) G este arbore;
2) G esteconexsim=n—1;
3) G esteaciclicsim=n—1;
4) pentru orice doud vdrfuri distincte ale lui G existd un singur lant
ce le leaga;
5) G este maximal aciclic, adicd dacd in G se adaugd o muchie noud,
atunci graful rezultat va contine un ciclu.

Demonstratie. Yom demonstra sirul de implicatii: 1) = 2), 2) = 3),
3) > 4),4) =5),5) =1).

1) = 2). Graful G = (V,E) este arbore, deci este conex si aciclic.
Urmeaza sd aratam ca m = n — 1. Aplicdm inductia dupa numarul de
varfuri n. Pentru n =1 implicatia este evidentd. Fie acum n > 1.
Presupunem ca implicatia este adevarata pentru orice arbore de ordin mai
mic decat n. Selectam o muchie arbitrara e € E. Din definitia arborelui, G
nu contine cicluri si ca rezultat, graful G — e consta din doua componente
conexe G, si G, care, la randul lor, sunt arbori. Numarul de varfuri in G,
si G, il notam prin n4 si n,, iar numarul de muchii in G4 si G, il notdm prin
m, si, respectiv, m,. Conform presupunerii inductive, avemm; = n; — 1
sim, = n, — 1. Pentru G obtinem

m=m;+my+1=mn -+, —1)+1=
=y +n)—-1=n-1

2) = 3). Graful G este conex sim = n — 1. Sa demonstram ca G este
aciclic. Presupunem contrariul, adica in G existd un ciclu si e este 0 muchie
a acestui ciclu. Atunci graful G — e este conex si are m = n — 2 muchii,
ceea ce vine in contradictie cu Lema 5.1.1, adica cu faptul ci orice graf
conex contine cel putin n — 1 muchii. Deci graful G este aciclic.

3) = 4). Graful G contine kK > 1 componente conexe. Fiecare
componenti G; este un graf cu n; varfuri si m; muchii, i = 1, k. Deoarece
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G este aciclic, fiecare G; este un arbore si are loc egalitatea m; = n; — 1,
i = 1, k. Prin urmare, obtinem:

K k
n—1=m=2mi=2(ni—1):n—k=>k=1.
i=1 i=1

Asadar, G este conex si pentru orice doud varfuri din G existd un lant ce le
leaga. Daca in G ar exista doud lanturi distincte Intre oarecare doua varfuri
u si v, atunci reuniunea lor ar genera in G un ciclu. Ca rezultat, pentru orice
doua varfuri distincte ale Iui G, exista un singur lant ce le leaga.

4) = 5). Pentru orice doua varfuri ale grafului G, existd un singur
lant ce le leaga. Deci, G este aciclic. Fie u si v doua varfuri neadiacente ale
grafului G. Deoarece in G exita un lant ce uneste u si v, graful G + (u, v),
va contine un ciclu. Deci G este maximal aciclic.

5) = 1). Trebuie de aritat cd G este conex. Dacd in G existd doua
varfuri u si v care apartin diferitelor componente conexe, atunci graful
G + (u,v) este aciclic, contradictie cu faptul ca G este maximal aciclic.
Deci G este conex si conform definitiei este arbore. mi

Teorema 5.1.2. Un sir de numere intregi pozitive d = (dq,d,, ..., dy),

n = 2, reprezintda sirul gradelor varfurilor unui arbore daca si numai daca
n —
Zi:ldi =2n — 2.

Demonstratie. Daca d este sirul gradelor varfurilor unui arbore, atunci in
conformitate cu Teoremele 1.1.1 si 5.1.1 avem

n
Zdi=2(n—1):2n—2.
i=1

Vom demonstra implicatia inversd. Daca n = 2, atunci d = (1,1)
reprezintd sirul gradelor varfurilor arborelui K,. Presupunem cd n > 2 si
implicatia este valabila pentru orice sir al numerelor intregi pozitive de
lungime n — 1. Sa consideram ca d; > d, = -- = d,,. Atunci d; > 1,
altfel obtinem Y-, d; =n<2n-—2, si d, =1, caci, in caz contrar,

", d; = 2n. Suma numerelor din sirul d' = (d; — 1,d,, ...,d_1) este
egald cu 2n — 4, ceea ce inseamna ca d' reprezinta sirul gradelor varfurilor
unui arbore T de ordinul n — 1. Adaugand la T un varf u si o muchie
(u,v), unde degy(v) =d; — 1, obtinem un arbore cu sirul gradelor
varfurilor d. O
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Consecinta 5.1.1. Un arbore cu un varf de grad k = 1 contine cel putin k
vdrfuri suspendate. In particular, orice arbore de ordin n > 2 contine cel
putin doud varfuri suspendate.

Demonstratie. Cazul k = 1 este trivial. Fie T un arbore de ordin n cu un
varf de gradul k > 2 sid = (d4,d,, ..., dy,) sirul gradelor varfurilor lui T.
Sa notam prin [ numarul varfurilor suspendate ale lui T. Fara a pierde din

generalitate, consideramcd 1 = d; = d, = - = d; si d;41 = k. Atunci in
baza Teoremei 5.1.2 obtinem
n n
2(n—1) =Zdi=l+k+ Z di=zl+k+2(n—-1-1).
i=1 i=l+2

Aceasta se reduce la l > k.

Daca n = 2, atunci ambele varfuri ale lui T sunt suspendate. Daca
n > 2, atunci T contine cel putin un varf v pentru care deg(v) = 2 si, in
virtutea celor demonstrate mai sus, T contine cel putin doua varfuri
suspendate. O

Teorema 5.1.3. Fie T un arbore cu n vdrfuri. Dacd G este un graf si
8(G) =n— 1, atunci G contine un subgraf izomorfcu T.

Demonstratie. Vom demonstra teorema folosind inductia matematicad dupa
numarul de varfuri n. Cazul n = 1 este trivial. Fie n > 1 si u un varf
suspendat al lui T adiacent cu un varf v. Prin ipoteza inductiva, existd un
izomorfism f al grafurilor T" = T — u si H, unde H este un subgraf al lui
G. Intrucat degy(v) <n—1, avem deg,/(v) <n—2. Dat fiind ca
degsf(v) =2n—1, in G existd un varf u’ adiacent cu f(v) si care nu
apartine lui H. In consecinta, f poate fi extins la un izomorfism intre T si
un subgraf al lui G prin asocierea u — u'. O

5.2. Arbori partiali
Definitia 5.2.1. Subgraful partial conex si aciclic se numeste arbore
partial al grafului.

In general, arborele partial al unui graf nu este unic. De exemplu,
pentru graful G din Figura 5.2.1 (a), sunt ilustrati trei arbori partiali Ty, T,
§| T3.
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(a) (b) © (d)

Figura 5.2.1. (a) Graf G gi trei arbori partiali T, (b), T, (C) si T3 (d)

Teorema 5.2.1. Un graf G este conex daca si numai dacd G contine un
arbore partial.

Demonstratie. Din definitia arborelui partial rezulta ca daca G contine un
arbore partial, atunci G este conex. Sa demonstrdim implicatia inversa.
Consideram ca G este conex. Daca G este minimal conex, adici la
eliminarea unei muchii arbitrare din G se obtine un graf neconex, atunci
T = G este un arbore partial al lui G. In caz contrar, eliminim succesiv
muchiile grafului G, astfel incidt sa raméana valabild proprietatea de
conexitate. Ultimul subgraf pentru care aceasta proprietate rimane valabila
va fi un arbore, care si este arbore partial al lui G. m

Teorema 5.2.2. Fie v un vdrf al grafului conex G. Atunci G contine un

arbore partial T in care pentru orice viarfu € V(T) = V(G) are loc relatia
dr(v,u) = dg(v,u).

Demonstratie. Fie G un graf conex. Vom construi un arbore partial al lui G
care satisface conditia teoremei.

Consideram urmatoarele vecinatati ale varfului v:

N(w)={uev(G):ds(v,u) =i}, 1<i<e).

Fie H un graf obtinut in urma eliminarii din G a tuturor muchiilor din
fiecare subgraf indus G[N;(v)]. Este limpede ca graful H este conex. Vom
nota prin B; (v) subgraful lui H indus de multimea de varfuri U;":1 N;(v).
B, (v) nu contine cicluri. Daca B,(v) contine cicluri, atunci eliminam din
H succesiv muchiile care au o extremitate in N; (v) si cealaltd in N, (v),
cate o muchie din fiecare ciclu, pana B,(v) devine aciclic. Procedand in
mod analog pentru eliminarea muchiilor din H care au extremitatile in
N;(v) si N;;,(v) pentru ca B;;1(v), 1 < i <e(v) — 1, s devina aciclic,
vom obtine un arbore partial T al lui G. In aceasta constructie a arborelui
T pentru orice varf u € V(T) = V(G) ramane exact un lant de lungime
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dr(v,u) = dg(v,u) care leagd varfurile v si u. Asadar, teorema este
demonstrata. o

Propozitia 5.2.1. Daca T este un arbore partial al grafului G, e este o
muchie a lui G care nu apartine lui T si e' este 0 muchie ce apartine ciclului
dinT + e, atunci T + e — e’ este un arbore patial.

Demonstratie. T + e — e’ este un graf conex, deoarece e’ apartine ciclului
din T + e si deci nu este un istm. Avand in vedere ca numarul de muchii
din T + e — e’ coincide cu numarul de muchii din T si este egal cu n — 1,
unde n este ordinul lui G, se deduce ca T + e — e’ este un arbore. O

5.3. Arbori partiali de cost minim

Definitia 5.3.1. Fie ca pe multimea de muchii a grafului G = (V,E) este
definita o functie f: E - R™ care pune in corespondenta fiecirei muchii
e € E un numar f(e) € R*, numit cost sau pondere. Perechea (G, f) se
numeste graf ponderat, iar numdarul Y .cg f(€) se numeste cost sau
ponderea grafului G.

Teorema 5.3.1. Pentru un graf conex ponderat G = (V,E) exista un
subgraf partial conex si de cost minim H = (Vy, Ey) care este arbore.

Demonstratie. Daca G este arbore, atunci H = G, deoarece orice muchie
s-ar elimina, acesta se va transforma intr-un subgraf neconex. Daca G nu
este arbore, el contine un numar finit de subgrafuri partiale conexe, sa le
notam prin Gy, G, ..., Gi. Alegem pe cel de cost minim H. Presupunem
prin reducere la absurd ca H nu este arbore. Cum el este conex rezulta ca
are cel putin un ciclu. Eliminand o muchie oarecare ce apartine unui ciclu
din H, obtinem un subgraf partial conex al lui H costul céruia va fi mai mic
decat costul lui H, ceea ce contrazice ipoteza ca H este de cost minim.
Rezulta ca H este arbore. O

Definitia 5.3.2. Un arbore parzial de cost minim este un arbore paryial
avand costul mai mic sau cel mult egal cu costul tuturor celorlalti arbori
partiali.

Ca si cazul arborilor partiali, arborele partial de cost minim al unui
graf nu este unic. De exemplu, in Figura 5.3.1 sunt prezentati doi arbori
partiali de cost minim ai grafului.
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Uy vy
(@) (b)
Figura 5.3.1. Doi arbori partiali de cost minim

Teorema 5.3.2. Daca G = (V, E) este un graf ponderat, U c V si e este 0
muchie de cost minim dintre toate muchiile care au o extremitate in U si
cealalta in V\U, atunci in G exista un arbore partial de cost minim care
contine e.

Demonstratie. Fie T un arbore partial de cost minim al lui G. Daca e
apartine lui T, teorema este demonstrata. Presupunem ca e nu face parte
din T si consideram graful H = T + e, care contine un ciclu C. Ciclului C
apartine e si inca o muchie e’ = (u, v) pentrucareu € U siv € V\U. Este
clar ca costul muchiei e este mai mic sau egal decat costul muchiei e’. Cum
e’ apartine lui C, obtinem arborele partial 7' = H — e’ al lui G de cost
minim care contine muchia e. mi

Din Teorema 5.3.2 rezulta urmatorul algoritm (algoritmul lui Prim)
pentru determinarea arborelui partial de cost minim al grafului G = (V, E).
Initial, submultimea U consta dintr-un varf arbitrar al lui G si multimea
muchiilor M = @. La fiecare iteratie, se alege 0 muchie de cost minim
(u,v), unde u € U si v € V\U. Se adauga v la U si (u, v) la M. Procesul
se repeta atata timp cat U # V. Arborele partial de cost minim va fi
T =U,M).

5.4. Numararea arborilor partiali

Se stie ca pentru orice graf conex, exista un arbore partial al sau care,
in caz general, nu este unic. Apare Intrebarea: care este numarul de arbori
partiali ai unui graf? Numaérul de arbori partiali ai unui graf conex poate fi
determinat aplicand Teorema lui Kirchhoff care se da fara demonstratie.
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Teorema 5.4.1. (Kirchhoff) Fie ¢ = (V,E) un graf conex de ordin
n = 2. Numarul arborilor partiali ai lui G este egal cu complementul
algebric al oricdarui element al matricei Kirchhoff a Ui G.

Teorema 5.4.2. Numdarul arborilor partiali ai graful complet K, este
n" 2,

Demonstratie. Matricea Kirchhoff pentru graful K,, are forma:

n-1 -1 - -1
-1 n-1 - -1
-1 -1 - n-1
Sa analizam complementul algebric al elementului c;; care ocupa
pozitia (1,1) in matricea C. Evident, complementul algebra al lui ¢;, este
egal cu determinantul matricei C;; de ordinul n — 1 care se obtine la
suprimarea liniei 1 si coloanei 1 din matricea C. La prima linie a matricei
Ci1, addugam toate celelalte n — 1 linii. Pentru prima coloana, avem
n—1+n-2)-(-1) = 1.
Similar, pentru celelalte elemente ale primei linii avem 1. Adaugam prima
linie la restul linilor matricei Cy;; si ca rezultat obtinem:

n-1 -1 - -1
det(Cy1) = (D™ _;1 n:—1 _;1 =
1 1 . 1 11 - 1
] e P A i
T I [
Teorema este demonstrata. O

Consecinta 5.4.1. Numdrul arborilor distincti de ordinul n este n™ 2.

Corectitudinea Consecintei 5.4.1 rezulta imediat din faptul ca numarul
arborilor distincti cu n varfuri este egal cu numarul arborilor partiali in
graful K,,.

Ca exemplu, vom utiliza teorema lui Kirchhoff pentru determinarea
numarului de arbori partiali ai grafului G = (V, E) din Figura 5.4.1.

69



G

amtail
NN SN

Figura 5.4.1. Toti arbori partiali ai grafului G

Construim matricea Kirchhoff pentru graful G.
3 -1 -1 -1

(-1 2 -1 0
¢= -1 -1 3 -1
-1 0 -1 2
Complementul algebra al lui ¢y, este egal cu
2 -1 0
det(Cyy) = (1) |-1 3 -1|=12-2-2=8.
0o -1 2

Deci, exista 8 arbori partiali ai grafului G. Toti arbori partiali ai grafului G
sunt reprezentati in Figura 5.4.1.

5.5. Probleme si sarcini

Construiti toti arborii de ordinul 7, neizomorfi intre ei.

Determinati toti arborii T pentru care T la fel este arbore.

Aratati ca orice arbore este un graf bipartit.

Demonstrati ca centrul oricarui arbore este format dintr-un varf sau

din doua varfuri adiacente.

5. Verificati afirmatia: daca diametrul unui graf conex este k, atunci in
G exista un arbore partial cu diametrul egal cu k.

6. Gasiti toti arborii partiali in K5 si K3 3.

7. Care este relatia dintre raza si diametrul unui arbore?
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8. Identificati toti arbori partiali de cost minim ai grafului din Figura
55.1.

Figura 5.5.1

9. Fie G = (V,E) un arbore. Notam prin g; numarul varfurilor ce au
gradul i si prin g numarul varfurilor de grad mai mare decat 2.

Demonstrati cd g; = g + 2.
10. Fie G un graf ponderat in care ponderile tuturor muchiilor sunt
distincte doud cate doud. Demonstrati ca G contine un singur arbore

partial de cost minim.
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6. Grafuri cordale

6.1. Grafuri cordale. Rezultate principale

Definitia 6.1.1. Un graf conex se numeste cordal, daca orice ciclu
elementar cu cel putin patru vdrfuri contine cel putin o coarda (o muchie
intre doud vdrfuri care fac parte din ciclu, dar nu sunt adiacente iz ciclu).

In Figura 6.1.1 este ilustrat un exemplu de graf cordal cu 8 varfuri si
13 muchii.

Figura6.1.1

Propozitia 6.1.1. Orice subgraf al grafului cordal indus de o multime de
varfuri este cordal.

Demonstratie. Presupunem contrariul, adica presupunem cd G contine un
subgraf indus de o multime de varfuri care nu este cordal. Acest subgraf,
conform definitiei grafului cordal, contine un ciclu indus C (un ciclu 1n
care doar varfurile consecutive ale lui C sunt conectate printr-o muchie) de
lungime cel putin 4. Evident, ciclul C ramane indus in G, ceea ce vine in
contradictie cu faptul ca G este cordal. m

Teorema 6.1.1. Un graf este cordal daca §i numai daca orice multime de
articulatie minimala este o clica.
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Demonstratie. Fie G = (V,E) un graf cordal si S o multime de articulatie
minimald a lui G. Presupunem cd in urma eliminarii lui S din G se obtin
doud componente conexe G’y = (V4,E;) si G', = (V,, E,). Definim doua
grafuri noi G; = G[V; U S] si G, = G[V, U S] (Figura 6.1.2). Trebuie sa
aratam ca S formeaza o clica. Sa consideram o pereche de varfuri arbitrare
u,v €S, u=#v. Dat fiind cad S este multimea de articulatie minimala,
vecinatatile varfurilor u si v se intersecteazd cat cu V;, atat si cu V,.
Selectam un lant de lungime minima L, care leaga varfurile u, v si trece
cel putin printr-un varf din V;. La fel, selectam un lant de lungime minima
L, care leagd varfurile u,v si trece cel putin printr-un varf din V,.
Combinand aceste doud lanturi, obtinem un ciclu Cy, k = 4. Tinand
cont de faptul ca nu existd muchii intre varfurile multimilor V3, V, si G este
un graf cordal, varfurile u si v trebuie sa fie adiacente, de unde rezulta ca
multimea S este o clica. In cazul in care dupa eliminarea multimii S se
formeaza mai multe componente conexe, este suficient de analizat doar
douad dintre ele.

Fie G = (V, E) un graf in care orice multime de articulatie minimala
este o clica. Sa presupunem ca G nu este cordal. Atunci, In G se contine un
ciclu indus Cy, k = 4. Alegem in C; doua varfuri arbitrare si neadiacente
u siv. C, este format din doua lanturi care leaga varfurile u si v. Deoarece
k > 4, fiecare dintre aceste doud lanturi contine cel putin un varf diferit de
varfurile u, v (astfel de varfuri le vom numi vérfuri interioare). Intrucat Cy,
este un subgraf indus al grafului G, varfurile interioare ale celor doua
lanturi nu sunt adiacente. Se observa ca orice multime, ce separa varfurile
u si v, contine cel putin cate un varf interior din cele doud lanturi ce leaga
u si v, si ca rezultat contine cel putin doud varfuri neadiacente. Am obtinut
contradictie. mi

) (2 )]

Figura6.1.2

Definitia 6.1.2. Un varf v se numeste simplicial, daca vecinatatea lui v
formeaza o clica.
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Teorema 6.1.2. Orice graf cordal care nu este complet contine cel putin
doua varfuri simpliciale neadiacente.

Demonstratie. Fie G = (V,E) un graf cordal de ordinul n care nu este
complet. Vom demonstra teorema folosind inductia matematicd dupa
numarul de varfuri n. Evident, teorema este adevarata pentru orice graf
cordal care nu este complet de ordinul cel mult 4. Sa presupunem cin > 5
si teorema este adevarata pentru orice graf cordal care nu este complet de
ordinul cel multn — 1.

Deoarece G nu este complet, in G exista doud varfuri neadiacente u si
v. Prin urmare, multimea V\ {u, v} este multime de articulatie a grafului G.
Selectaim din V\{u, v} o multime de articulatie minimald S. Conform
Teoremei 6.1.1, multimea S formeaza o clicd. Presupunem ca in urma
eliminarii Iui § din G se obtin doua componente conexe diferite
G'y = (V,Ey) si G'y = (V3 Ey), fie Gy =G[V;US] si G, =G[V,US]
(Figura 6.1.2). Conform presupunerii inductive subgrafurile G, si G, sunt
cordale.

Sa consideram subgraful G,. Daca G, este complet, atunci orice varf
din V; este simplicial in G, si in G, deoarece nu existd muchii intre V; si
V,. Fie G; nu este complet. Atunci G, este conex, deoarece G'; reprezintd
o singurd componentd conexa si S formeaza o clicd. Mai mult decét atat,
numarul varfurilor din G, este strict mai mic decat n, ceea ce urmeaza din
relatia V, # @. Conform ipotezei inductive, graful G; contine cel putin
doua varfuri simpliciale neadiacente. Cum S este o clica, aceste doua
varfuri nu pot apartine concomitent multimii S. Asadar, cel putin un varf
simplicial apartine lui V1, si deoarece nu exista muchii intre V; si V,, varful
simplicial din V; este simplicial pentru intregul graf G. Din aceleasi
considerente in V, exista un alt varf simplicial. Drept rezultat, am
demonstrat ¢ in G exista cel putin doua varfuri simpliciale neadiacente.

Daca numarul de componente conexe obtinute in urma eliminarii lui
S este k =3, atunci aplicaind aceleasi rationamente pentru fiecare
componentd, usor poate fi demonstrat cd G contine k varfuri simpliciale
neadiacente. O

Consecinta 6.1.1. Orice graf cordal contine cel putin un varf simplicial.

Demonstratie. Orice varf al grafului complet este simplicial. Combinand
aceasta cu Teorema 6.1.2, obtinem corectitudinea consecintei date. ]
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Consecinta 6.1.2. Orice arbore T de ordinul n > 2 contine cel putin doua
varfuri suspendate.

Demonstratie. Cazul n = 2 este trivial. Fie cda n > 3. Din definitia grafului
cordal rezulta ca arborele este un graf cordal. Avand in vedere Teorema
6.1.2, in arborele T exista cel putin doua varfuri suspendate. O

6.2. Seria ordonata de eliminare a varfurilor simpliciale

Fie G, un graf cordal care contine un varf simplicial v;. Eliminam v,
din G si obtinem un graf nou G,. Graful G, este un subgraf al lui G,, adica
G, la fel este graf cordal si contine un varf simplicial v,, la eliminarea
caruia se obtine un graf cordal G3. Continudnd procedura de eliminare a
varfurilor simpliciale, vom obtine o serie de grafuri cordale G4, G5, G3, ...
, Gpyq, Unde Gpyq = 0. Plus la aceasta, se obtine si o serie ordonata
compusa din varfurile simpliciale v, vy, v, ..., v, pe care 0 vom nota
prin ¢ = (vq,v,,v3,...,,). Seria ¢ 0 vom numi seria ordonata de
eliminare a varfurilor simpliciale.

Teorema 6.2.1. Un graf G este cordal daca si numai dacd pentru G existd
o serie ordonata de eliminare a varfurilor simpliciale.

Demonstratie. Combinand Consecinta 6.1.1 cu procedura de construire a
seriei ordonate de eliminare a varfurilor simpliciale descrise mai sus,
rezultd necesitatea. Ramane de demonstrat suficienta. Sa presupunem ca
un graf G pentru care existad o serie ordonatd de eliminare a varfurilor
simpliciale nu este cordal. Atunci G contine un ciclu indus Cy, k = 4. La
construirea seriei ordonate de eliminare a varfurilor simpliciale, mai
devreme sau mai tarziu, se va ajunge la un varf al ciclului Cj, care, evident,
nu este simplicial. Am obtinut contradictie. mi

In baza Teoremei 6.2.1 poate fi obtinuta definitia alternativa a grafului
cordal.

Definitia 6.2.1. Un graf G = (V, E) se numeste cordal, daca indeplineste
una din urmdtoarele doua conditii:
) Ivi=1
2) G se obtine dintr-un alt graf cordal G’ prin adaugarea unui varf
nou care este simplicial in G.
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Pentru graful cordal din Figura 6.2.1, poate fi obtinuta seria ordonata
de eliminare a varfurilor simpliciale: ¢ = (vq, V3, V3, V4, Vs, Vg, V7, Vg).

U3 Vs Uy
51 (2
Usg Uy Vg
Figura6.2.1

Teorema 6.2.2. Intr-un graf cordal, orice varf poate fi plasat pe ultima
pozitie in Seria ordonatd de eliminare a varfurilor simpliciale.

Demonstratie. Fie G un graf cordal si v un varf arbitrar al lui G. Deoarece
orice graf cordal obtinut la fiecare etapa de construire a seriei ordonate de
eliminare a varfurilor simpliciale, cu exceptia ultimelor doud etape cand se
obtine un graf trivial si un graf vid, contine cel putin doud varfuri
simpliciale, noi putem omite eliminarea varfului v la toate aceste etape ale
procedurii sus-mentionate. m

Teorema 6.2.3. Daca v este un vdrf simplicial al grafului cordal
G = (V,E), atunci in G exista o multime stabilda interior maxima S SV,
astfel incdat v € S.

Demonstratie. Dat fiind ca v este un varf simplicial, orice multime stabila
interior maxima S’ a lui G contine exact un varf din multimea N[v]. In caz
contrar, cardinalul multimii stabile interior {v} U S’ va fi mai mare decat
cardinalul multimii S’. Dacd multimii §" apartine un varfu din N (v), atunci
definim o noud multime stabila interior maxima S = (S"\ {u}) U {v} care
contine varful v. mi

Notam prin 6(G) numarul minim de clici care acoperd varfurile
grafului G.

Definitia 6.2.2. Un graf G se numeste perfect, daca 0(G) = ay(G).

De exemplu, multimea minima de clici care acopera varfurile grafului
G din Figura 6.2.1 este {{vy,vs,vs}, {v4, Ve, v7,vg},{v,}}. De aici,
6(G) = 3. In acelasi timp ay(G) = 3, deci graful G este perfect.

Teorema 6.2.4. Orice graf cordal este perfect.
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Demonstratie. Teorema este adevarata pentru orice graf cordal de ordinul
cel mult 4. Fie G = (V, E) un graf cordal de ordinn = 5. Aplicam inductia
matematica. Sa presupunem cé teorema este adevarata pentru orice graf
cordal de ordin mai mic decét n.

Presupunem ca G este conex. Tinand cont de Consecinta 6.1.1, G
contine un varf simplicial v. Fie u un varf adiacent cu v. Deoarece v este
un varf simplicial in G (deci, si in G —u), avem 6(G —u) = 6(G).
Conform presupunerii inductive, G —u este un graf cordal, ceea ce
inseamnd ci G — u este perfect si (G — u) = ao(G — u). In consecinta,
obtinem 6(G) = 0(G —u) = ay(G —u) < ay(G). Orice clicd dintr-0
multime de clici care acopera varfurile grafului G poate contine cel mult
un varf dintr-o multime stabila interior maxima a lui G. Prin urmare, pentru
a acoperi varfurile multimii stabile interior maxime ale grafului G, sunt
necesare cel putin ay(G) clici. Asadar, avem 6(G) = a,(G). Combinand
aceasta relatie cu relatia de mai sus, obtinem 68(G) = a,(G).

Daca G nu e conex, atunci aplicam acelasi rationament pentru fiecare
componenta conexa a lui G. o

6.3. Probleme si sarcini

1. Determinati care grafuri din Figura 6.3.1 sunt cordale.

2. Determinati toate varfurile simpliciale ale grafurilor din Figura
6.3.1.

3. Identificati multimea de articulatie minimald pentru grafurile din
Figura 6.3.1.

4. Construiti seria ordonatd de eliminare a varfurilor simpliciale pentru
grafurile cordale din Figura 6.3.1.

Gy G Gy
Figura 6.3.1
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7. Grafuri euleriene si hamiltoniene

7.1. Grafuri euleriene
Definitia 7.1.1. Un lant (ciclu) al unui graf G care trece exact o singurd
datd prin toate muchiile grafului G se numeste lant (ciclu) eulerian.

Definitia 7.1.2. Un graf care contine un ciclu eulerian se numeste graf
eulerian.

Evident, orice graf eulerian este conex.

(b)

Figura 7.1.1. Sapte poduri din Konigsberg (a); graful asociat
celor sapte poduri din Konigsberg (b)

De obicei, grafurile euleriene se asociaza cu problema celor sapte
poduri din Konigsberg, care a constat in urmatoarele: In sec. al XVIII-lea
oraselul Konigsberg (astdzi Kaliningrad, Rusia) era strabatut de raul
Pregel, care pe teritoriul orasului se bifurcé In doua brate, formand doua
insule. Insulele erau legate de maluri cu sapte poduri (Figura 7.1.1). Se
cerea de stabilit daca exista un traseu care parcurge toate cele sapte poduri
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exact o singura datd. Aceastd problema a fost solutionatd de Leonhard
Euler care n anul 1736 a aratat cu nu exista un astfel de traseu. Solutia lui
Euler a problemei date a dus la aparitia si dezvoltarea teoriei grafurilor!

U1

V7 Ys V2 U3

Ve Uy
Figura 7.1.2. Graf eulerian

Graful din Figura 7.1.2 este eulerian, deoarece el contine ciclul
eulerian (vq, v, V3, V4, V3, Vs, Vg, V7, Us, V7).

Lema 7.1.1. Fie G = (V,E) un graf conex cu n varfuri si m muchii. Dacd
gradele varfurilor grafului G sunt pare, atunci in G existd un ciclu.

Demonstratie. Cum G este conex si gradul fiecarui varf al lui G este par,
rezultad ca pentru orice v € V are loc relatia deg(v) = 2. Prin sumare,
obtinem 2m = },cydeg(v) = 2n. Astfel graful G contine cicluri
intrucat, pentru a fi aciclic, G trebuie sa fie un arbore, iar in acest caz
trebuie sa fie adevarata egalitatea m = n — 1. o

Teorema 7.1.1. (Euler) Graful conex G este eulerian dacd si numai dacad
gradele tuturor vdrfurilor sale sunt numere pare.

Demonstratie. Necesitatea. Fie G un graf eulerian. Vom ardta ca gradele
varfurilor grafului G sunt numere pare. Deoarece G e eulerian, in G exista
un ciclu eulerian C. De fiecare data cand ciclul eulerian intra intr-un varf v
pe o muchie, trebuie si pariseasca acest varf pe o altd muchie. Intrucat
fiecare muchie apare in ciclul C exact o singurd data, numéarul de muchii
incidente cu v este par. De aici rezulta ca gradele varfurilor grafului G sunt
numere pare.

Suficienta. Fie G un graf conex si fie gradul fiecdrui varf al lui G este
par. Demonstratia va fi realizatd prin inductie dupd numarul de muchii.
Evident, pentru graful G cu doua muchii afirmatia teoremei este adevarata.
Presupunem ca afirmatia teoremei este adevaratd pentru toate grafurile cu
numarul de muchii mai mic decat |E(G)|. Avand in vedere Lema 7.1.1,
graful G contine un ciclu C. Prin eliminarea muchiilor ciclului € din G se
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obtine un graf nou G’ in care gradele tuturor varfurilor, de asemenea, sunt
pare. Graful G’ poate sa nu fie conex, dar fiindca G este conex, ciclul C
trece prin toate componentele conexe ale lui G'. Dacd G' nu este conex,
atunci conform presupunerii inductive, fiecare componenta a lui G’ contine
un ciclu eulerian. Acum, vom combina ciclul € cu toate ciclurile euleriene
ale componentelor conexe din graful G’ in felul urmator: parcurgem ciclul
C parcurgand ciclul eulerian al fiecarei componente conexe in cazul in care
pentru prima datd intdlnim un varf arbitrar al acestei componente in C
(Figura 7.1.3). In acest mod se obtine ciclul eulerian al grafului initial G.
Daca G’ este conex, atunci conform presupunerii inductive, G’ contine un
ciclu eulerian si in mod analog cu cele descrise mai sus poate fi construit
un ciclu eulerian al grafului G. O

Figura 7.1.3. Parcurgerea ciclului eulerian se realizeaza in ordinea indicatd

Consecinta 7.1.1. Graful conex G este eulerian daca si numai dacd
multimea muchiilor sale poate fi descompusa in cicluri.

Teorema 7.1.2. Graful conex G = (V, E) contine un lant eulerian daca si
numai daca cel mult doua varfuri ale sale au grade impare.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca graful G contine un lant
eulerian L, care trece prin toate muchiile lui G exact o singura data. Daca
L este un ciclu, atunci, potrivit Teoremei 7.1.1, necesitatea este
demonstrata. Fie ca L nu formeaza un ciclu si v, v, Sunt extremitatile
lantului L. Consideram graful G' = G + (v, v,) in care, prin adaugarea
muchiei (v4,v,) la lantul eulerian, se obtine un ciclu eulerian si astfel G’
este un graf eulerian. Conform Teoremei 7.1.1, gradele varfurilor din G’
sunt numere pare, deci deg;s(v1) si deg,s(v,) sunt numere pare. La
eliminarea muchiei (v, v,) din G’ ne intoarcem la graful initial G in care
gradele deg; (v;) si degg(v,) sunt numere impare, iar gradele celorlalte
varfuri raman pare, deci cel mult doua varfuri ale grafului G au grade
impare.
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Suficienta. Se cunoaste cd in orice graf numarul varfurilor de grad
impar este par. Aceasta implica faptul cd in G numarul varfurilor de grad
impar este egal cu 0 sau 2. Dacd numarul varfurilor de grad impar este 0,
rezultd ca toate varfurile au grad par si atunci conform Teoremei 7.1.1
graful G contine un ciclu eulerian, deci si un lant eulerian. Daca numarul
varfurilor de grad impar este 2 si v, si v, sunt varfurile de grad impar din
G, atunci construim graful G' = G + (v4,v,) in care gradele tuturor
varfurilor sunt pare si ca rezultat, conform Teoremei 7.1.1, G' contine un
ciclu eulerian. Eliminand din acest ciclu muchia (v4, v;), se obtine un lant
eulerian al grafului G. O

7.2. Grafuri hamiltoniene

Definitia 7.2.1. Un lant (ciclu) al unui graf G care trece exact o singurd
datd prin toate varfurile grafului G se numeste lant (ciclu) hamiltonian.

Definitia 7.2.2. Un graf care contine un ciclu hamiltonian se numeste graf
hamiltonian.

1

Us v,

Uy U3
Figura 7.2.1. Graf hamiltonian

Graful din Figura 7.2.1 este hamiltonian, deoarece el contine ciclul
hamiltonian (vq, vy, V3, V4, Vs, Vg, V7). Spre deosebire de cazul ciclului
eulerian, pentru ciclul hamiltonian nu existd un criteriu exact de
determinare a existentei acestuia intr-un graf arbitrar. Totusi, exista cateva
conditii suficiente care stabilesc prezenta ciclului hamiltonian n anumite
grafuri.

Teorema 7.2.1. (Ore) Fie G = (V,E) un graf cu n = 3 vdrfuri. Dacd
pentru orice doud varfuri neadiacente u si v ale lui G are loc inegalitatea
deg(u) + deg(v) = n, atunci graful G este hamiltonian.
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Demonstratie. Presupunem ca graful G satisface conditiile teoremei, dar nu
este hamiltonian. Vom adauga muchii in graful G pana cand se obtine un
graf G’ care la addugarea ulterioard a unei muchii noi se transforma intr-un
graf hamiltonian. Cu alte cuvinte, G este un graf maximal nehamiltonian
care satisface conditiile teoremei. Un astfel de graf trebuie sa existe,
deoarece G nu este hamiltonian, iar graful complet K,, este hamiltonian.
Deci, pentru orice doua vérfuri neadiacente u si v ale lui G', graful G’ +
(u, v) va contine un ciclu hamiltonian C. Este clar cé ciclul C va contine
muchia e = (u,v). De aici, C —e reprezintd un lant hamiltonian
(v4, vy, ..., vy) al grafului G', unde vy = u si v, = v (Figura 7.2.2).

u=vy " Vi-1 Vg Up-1 U =V
Figura7.2.2

Se observa ci dacd v; € N(u), atunci v;_; € N(v). In caz contrar, in
G' ar exista ciclul hamiltonian (vy, v, ..., Vi_1, Vn, Vn_1, «» Viz1, Vir V1)-
Prin urmare, pentru orice varf v; adiacent cu u, varful v;_, nu este adiacent
cu v. Insi, atunci deg;/(v) < (n— 1) — deg,s(u). Aceasta conduce la
degsr(u) + degsr(v) < n— 1 i, prin urmare, la

degs(w) + degs(v) <n-—1.
Din contradictia obtinutd se deduce corectitudinea teoremei. mi

Consecinta 7.2.1. Fie G = (V,E) un graf cu n >3 vdrfuri. Daca
deg(v) = % pentru orice varf v € V, atunci graful G este hamiltonian.

Consecinta 7.2.2. Fie G = (V,E) un graf cu n > 3 vdrfuri. Daca pentru
orice doud vdrfuri neadiacente u si v ale lui G are loc inegalitatea
deg(u) + deg(v) = n — 1, atunci graful G contine un lant hamiltonian.

Demonstratie. Fie graful G’ se obtine din G in urma adaugarii unui varf nou
w adiacent cu toate varfurile grafului G. Atunci, gradul fiecarui varf din G
creste cu 1 si in G’ avem deg.s(u) + deg,/(v) = n + 1 pentru fiecare
pereche de varfuri neadiacente u si v din G'. Dat fiind faptul ca |V (G")| =
n + 1 si tindnd cont de Teorema 7.2.1, G’ este un graf hamiltonian. Daca
C' este un ciclu hamiltonian al lui G', atunci C' —w este un lant
hamiltonian in G. Asadar, G contine un lant hamiltonian. O
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Teorema 7.2.2. Orice graf cu n > 3 vdrfuri si m = C2_, + 2 muchii este
hamiltonian.

Demonstratie. Presupunem ca afirmatia teoremei nu este adevarata. Atunci
existd cel mai mic numar natural n pentru care exista un graf G cu n varfuri
si C2_; + 2 muchii care nu este hamiltonian. Deoarece afirmatia teoremei
se verifica pentru orice graf cu 3, 4 si 5 varfuri, rezultd can > 6. Din faptul
ca G nu este hamiltonian, rezulta cu sigurantd ca G nu este complet.

Fie u si v doua varfuri neadiacente care apartin grafului G. Atunci
graful H =G —u — v contine C?_; + 2 — deg(u) — deg(v) muchii si
n — 2 varfuri. Asadar, obtinem inegalitatea

C2_1+2—deg(u) —deg(v) < C, =
= deg(u) + deg(v) = C2_, —C*_,+2 =
= deg(u) + deg(v) =
>(1+2+..+n-2)-(1+2+...4+n—-3))+2=n.
In virtutea Teoremei 7.2.1, G este hamiltonian. Am obtinut contradictie. O

In urmatoarea teorema se formuleaza conditia necesara de existenta a
ciclului hamiltonian.

Teorema 7.2.3. Daca graful G = (V, E) este hamiltonian, atunci pentru
orice submultime S €V, graful G’ care se obtine in urma eliminarii
submultimii de varfuri S din G contine cel mult |S| componente conexe.

Demonstratie. Fie G4, G, ... , G sunt componentele conexe diferite ale
grafului G'. incepem parcurgerea ciclului hamiltonian al lui G dintr-un vérf
al componentei G, (Figura 7.2.3).

Figura7.2.3
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Observam ca din G nu ne putem deplasa intr-o altd componenta G;, i # 1,
decat printr-un varf v; € S. Analog, parasind componenta G;, i = 2 apare
necesitatea de a trece printr-un varf v; € S. Deoarece are loc parcurgerea
grafului G de-a lungul ciclului hamiltonian C, varfurile vy, vy, ... , Vg
trebuie sa fie distincte. Drept urmare, numdrul de varfuri in multimea S
trebuie sa fie nu mai mic decat k. i

7.3. Probleme si sarcini

1.

Verificati afirmatia: pentru orice doua muchii ale unui graf eulerian
care sunt incidente cu acelasi varf existd un ciclu in care aceste
muchii pot fi parcurse consecutiv.

Arétati prin intermediul unui exemplu ca conditiile suficiente de
existentd a ciclului hamiltonian din Teorema 7.2.1 si Consecinta
7.2.1 nu sunt si necesare.

Folosind conditia necesara de existentd a ciclului hamiltonian din
Teorema 7.2.3, aratati ca graful din Figura 7.3.1 nu este hamiltonian.

Figura7.3.1

Formulati conditia necesard de existenta a ciclului hamiltonian
intr-un graf bipartit K, ,.

Fie G un graf conex regulat cu n > 3 varfuri. Demonstrati ca graf al
muchiilor L(G) este eulerian.

Fie G un graf regulat conex care nu este eulerian. Demonstrati ca
daca G este conex, atunci G este eulerian.

Determinati numdrul de cicluri hamiltoniene in graful bipartit
complet K, ,,.

Fie G si H doua grafuri hamiltoniene. Demonstrati ca produsul
cartezian G; X G, este un graf hamiltonian
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8. Grafuri planare

8.1. Grafuri planare. Grafuri plane

Definitia 8.1.1. Graful G se numeste planar, daca admite o reprezentare
in plan, astfel incat orice doud muchii ale sale se pot intersecta doar in
vérfuri. Insdsi reprezentarea grafului planar, ce posedd proprietatea
indicatd, se numeste graf plan.

In Figura 8.1.1, graful G, este planar, deoarece el este izomorf cu G,
si G5 care sunt grafuri plane.

G, G, Gs

() (b) ©
Figura 8.1.1. (a) Graf planar G, si grafuri plane G, (b) si G5 (d)
Definitia 8.1.2. Fie G = (V,E) un graf si R un spatiu. Vom spune ca G
poate fi amplasat in spatiul R, daca exista un graf G' = (V',E"), astfel
incat:
1) G = G’ (G este izomorf cu G');
2) V' este o multime de puncte distincte din R;
3) orice muchie e’ € E' este o curba simpla continutd in R care
uneste cele doud extremitati din V';
4) orice punct al lui R este sau un varf al grafului G', sau prin el trece
cel mult o singura muchie a lui G'.
G' se numeste amplasare a lui G in R.
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Teorema 8.1.1. Orice graf G = (V, E) poate fi amplasat in spatiul R3.

Demonstratie. Toate varfurile grafului se amplaseaza in puncte diferite ale
axei 0X. Din fasciculul de plane care trece prin axa 0X se aleg m = |E|
plane distincte. Fiecarei muchii (u, v) € E i se asociaza un plan in care ea
se reprezinta printr-o curbd simpla ce trece prin varfurile u si v (Figura
8.1.2).

u
/
Deoarece toate muchiile se afla in plane diferite si se intersecteaza doar in
varfurile incidente cu ele, se obtine o amplasare a grafului G in R3. o

Figura 8.1.2

Teorema 8.1.2. Un graf este planar daca si numai dacd el poate fi
amplasat pe sfera.

Demonstratie. Vom demonstra ca orice graf amplasat pe sferd este planar.
Fie G o amplasare a unui graf pe sfera S. Construim planul « tangent la S,
astfel incat polul nord N (punctul diametral opus punctului de tangenta) sa
nu nimereasca pe o muchie sau pe un varf al lui G. Fie v un punct de pe
sfera S. Construim dreapta care trece prin polul nord N, punctul v si
intersecteazd planul a intr-un punct v'. Punctul v’ reprezintd imagine
stereografica pe planul a a punctului v al sferei (Figura 8.1.3).

N

Figura 8.1.3
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Astfel fiecarui punct de pe sfera S i se asociazd un punct in planul «
determinat in mod unic, iar amplasarii grafului ¢ in acest plan ii
corespunde graful G', care este plan si izomorf cu G. Deci G este un graf
planar.

Afirmatia inversa se demonstreaza in mod analog. m

Definitia 8.1.3. Portiunea din plan in care orice doud puncte pot fi
unite cu o curba fara a intersecta muchiile grafului se numeste fata a
grafului plan.

Definitia 8.1.4. Multimea varfurilor si muchiilor grafului plan care
apartin unei fete formeaza frontiera fetei.

Orice graf plan are o singura fatd nemarginitd numita fatd exterioara.
Celelalte fete se numesc interioare. Notiunea de fatd in mod natural se
extinde pentru multigrafuri si pseudografuri. In Figura 8.1.4 (a) este
reprezentat un graf plan pentru care fata f, este exterioard, iar fetele f1, f,
si f3 sunt interioare. Frontiera fetei f, este (vq, vy, V3, Vs, Vs, Uy, V1), iar
frontiera fetei f, este (vq,vg, V7, Vg, Vo, Vg, V1, U3, Vs, V7).

Vg Ug

L1 Vg
Ve VU7

(b)

Figura 8.1.4

Propozitia 8.1.1. Fie G un graf planar si f o fata a amplasarii in plan a
grafului G. Graful G admite o amplasare in plan in care frontiera fetei
exterioare coincide cu frontiera fetei f .

Demonstratie. Bazandu-ne pe Teorema 8.1.2, amplasam graful G pe o
sferd, In asa mod incét polul nord N sa fie localizat in interiorul fetei
corespunzatoare fetei f. Imaginea stereografica G’ a grafului G din punctul
N pe plan reprezinta un graf plan care satisface proprietatea mentionata. o

In Figura 8.1.4 (b) este ilustratd o amplasare in plan a grafului din
Figura 8.1.4 (a), astfel incat fata f; sa fie exterioara.
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8.2. Formula lui Euler. Criteriul de planaritate al lui
Kuratowski

Daca un graf este planar, atunci in orice amplasare a sa in plan numarul
de fete ramane constant. Aceasta rezulta din urmétoarea teorema.

Teorema 4.2.1. (Euler) Pentru orice graf plan conex cu n vdrfuri, m
muchii si f fete, este adevarata egalitatea:

n-m+f=2 (8.1
Egalitatea (8.1) se numeste formula lui Euler.

Demonstratie. Fie G un graf plan conex. Vom cerceta un arbore partial T
al acestui graf. Evident, arborele T are o fata (exterioard) si n varfuri.
Deoarece T este arbore, numarul de muchii in T este egal cu n — 1. Usor
se verifica ¢ pentru T egalitatea (8.1) este adeviratd. Treptat vom adauga
in T muchiile ramase ale grafului G. La fiecare pas al procesului, numarul
de varfuri rimane acelasi, iar numarul de muchii si numarul de fete cresc
cu o unitate. Astfel, formula (8.1) raméne adevaratd pentru grafurile
construite la fiecare pas al procesului descris. Rezulta ca si pentru graful G
este adevarata egalitatea (8.1). O

Pot fi obtinute si rezultatele suplimentare care ne permit sd stabilim
mai multe proprietati importante.

Consecinta 8.2.1. Pentru orice graf planar conex G cu n > 3 varfuri sim
muchii, este adevarata inegalitatea m < 3n — 6.

Demonstratie. Amplasam graful G in plan. Deoarece G nu contine bucle si
muchii multiple, frontiera fiecarei fete contine cel putin trei muchii (cu
exceptia cazului cand G este un arbore cu trei varfuri, insa pentru n = 3
inegalitatea se verifica nemijlocit). Orice muchie a grafului plan sau separa
doud fete, sau este un istm. Notam prin ¢;, 1 < i < f, numarul muchiilor
care apartin fetei cu indicele i. Pentru graful G, n > 4, are loc inegalitatea:

f f
ZmZZCiZZB=3f=>3fS2m
i=1 i=1

Substituind f = m —n + 2 (conform formulei lui Euler) in inegalitatea
obtinutd, avem 3(m — n + 2) < 2m. De aici obtinem m < 3n — 6. o

88



Consecinta 8.2.2. Daca G este un graf planar, atunci 6 (G) < 5.

Demonstratie. Daca n <5, atunci §(G) < A(G) < 5. Fie can > 6. Din
Consecinta 8.2.1 avem m < 3n — 6. Obtinem relatia:

d(G)n < Z deglv) =2m <2(3n—-6) =6n—12 =
vEV(G)
= n(6(G) —6) < —12.

in consecintd, §(G) — 6 este un numdr negativ, ceea ce inseamna ca
6(G) <5. 0

Propozitia 8.2.1. K5 este graful cu numarul minim de varfuri care nu este
planar.

Demonstratie. Usor se verifica ca oricare graf cu n < 4 varfuri este planar.
Presupunem ca K5 este planar. Substituind valorile n =5 si m = 10 in
inegalitatea m < 3n — 6 din Consecinta 8.2.1, obtinem 10 < 9. Din
contradictia obtinutd se deduce ca K nu este planar. m

Propozitia 8.2.2. Graful K3 3 nu este planar.

Demonstratie. Pentru K3 3 avemn = 6 sim = 9. Presupunem ca K3 3 este
planar. Conform formulei lui Euler, pentru orice amplasare a grafului K3 5
in plan are loc relatia f = 5. Deoarece Kj 3 este graful bipartit complet,
frontiera fiecdrei fete a acestui graf este marginitd de cel putin patru
muchii. Prin urmare, avem:

4f <2m = 20 < 18.

Din contradictia obtinuta rezultd ca graful K 3 nu este planar. O

Un rezultat important ce tine de grafurile planare este criteriul de
planaritate al lui Kuratowski, care reprezinta o caracterizare simpla si
remarcabild a grafurilor planare.

Teorema 8.2.2. (Kuratowski, criteriul de planaritate) Graful este
planar daca si numai daca nu are subgrafuri homeomorfe cu Ks §i K3 3.

Demonstratia Teoremei lui Kuratowski se omite.

Sa aratam cum se aplica criteriul de planaritate al lui Kuratowski
pentru determinarea daca un graf este planar. De exemplu, graful Petersen
(Figura 8.2.1 (a)) nu este planar, deoarece el contine un subgaf homeomorf
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Cu K3 3 (Figura 8.2.1 (b)). Usor poate fi vazut ca graful Petersen contine si
un subgraf homeomorf cu K.

(b)

Figura 8.2.1. Graful Petersen G (a); subgraful lui G homeomorf cu Kj 5 (b)
8.3. Triangulatie

Definitia 8.3.1. O triangulatie este un graf planar in care toate fetele,
inclusiv cea exterioard, sunt marginite de un ciclu de lungime trei

(triunghi).

Definitia 8.3.2. Graful maximal planar este graful planar in care
adaugarea unei muchii arbitrare genereaza un graf neplanar.

Figura 8.3.1.

Teorema 8.3.1. Fie G un graf de ordinul n > 3. Graful G este maximal
planar daca si numai daca G este o triangulatie.

Demonstratie. Vom demonstra mai intai necesitatea. Fie ¢ = (V,E) un

graf maximal planar care nu este o triangulatie. Consideram ca G este

amplasat in plan. Se observa ca graful G este 2-conex, ceea ce rezulta

nemijlocit din definitia grafului maximal planar. Prin urmare, in G existd o
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fata, fie f, marginitd de un ciclu de lungime nu mai micd decét 4. Fie
C = (vq,v4,V3, s, ..., v1) €ste un astfel de ciclu. Deoarece G este plan, el
nu contine concomitent muchiile (v, v3) si (v,, v4), care ar trebui sa fie
plasate in afara fetei f (Figura 8.3.1). Fie (vi,v3) € E. La adaugarea
muchiei (vq, v3) astfel incat fata f sa fie divizata in doua fete, graful G
ramane planar. Se obtine contradictie, deoarece G este maximal planar.
Rezulta ca G este o triangulatie.

Demonstram suficienta. Fie G o triangulatie, deci G este conex. Atunci
orice muchie, dupa addugarea careia G ramane planar, trebuie sa divizeze
fata respectiva in doua fete. Insa intr-un graf care este o triangulatie orice
fata este marginita de un ciclu de lungimea 3, care nu poate fi divizat in
doud prin adaugarea unei muchii. Deci, G este maximal planar. o

Consecinta 8.3.1. Pentru orice graf maximal planar G cu n > 3 vdrfuri,
este adevarata egalitatea m = 3n — 6.

Propozitia 8.3.1. Fie G o triangulatie de ordinn > 4. Gradul fiecarui varf
al grafului G este cel putin 3.

Demonstratie. Fie v un varf arbitrar al grafului G si u un varf adiacent cu
v. Muchia (v,u) apartine frontierei a doua fete diferite (v,u,w;) si
(v,u,w,), care formeaza cicluri de lungimea 3. Cum n = 4, w; # w,.
Astfel, varful v este adiacent cu cel putin trei varfuri: u, wy, w,. i

Propozitia 8.3.2. Orice graf planar G = (V,E) de ordinul n > 4 contine
cel putin patru varfuri gradele carora nu intrec 5.

Demonstratie. Fara a pierde generalitatea, vom considera ca G este graf
plan. Adaugand iterativ muchii in G, vom construi un graf maximal planar
G'. Conform Propozitiei 8.3.1, gradul fiecarui varf al lui G' este cel putin
3. Atunci, combinand Consecinta 8.3.1 cu Teorema 1.1.1, obtinem:

2m =2(3n—6) =3n; +4n, +5ng + - =

>3(ng +ny +ng) +6Zni,
=6
unde n — numarul de varfuri, m — numarul de muchii si n;— numarul
varfurilor de gradul i in G'. Tinnd cont de relatia n = );55 n; , avem:

6Zni—12 > 3(n; +ny +n5)+62ni =

i3 26
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= 6(n; +n, +ng) —12=3Mn3 +n, +ng) =
$n3 +n4 +n5 24

Astfel, in grafurile G' si G exista cel putin patru varfuri gradele carora
nu intrec 5. mi

Teorema 8.3.2. Orice graf planar poate fi amplasat in plan, astfel incadt
toate muchiile sale sa fie segmente de dreapta.

Demonstratie. Fie G = (V,E) un graf maximal planar si n = |V|. Fara a
pierde din generalitate, consideram ca G este un graf plan cu n > 3 varfuri
si fiecare fata a sa e marginita de un triunghi. Fie x, y si z trei varfuri care
apartin frontierei fetei exterioare ale grafului G. Folosind inductia
matematica dupa numarul de varfuri, vom arata ca G poate fi desenat, astfel
incat muchiile sale sa fie segmente de dreapta si varfurile x, y si z sd
apartina fetei exterioare ale lui G. Pentru n = 3, afirmatia teoremei este
triviala. Presupunem ca n > 4 si afirmatia teoremei este satisfacuta pentru
orice graf cu numarul de varfuri mai mic decat n. Conform Propozitiei
8.3.2, graful G contine cel putin patru varfuri gradele carora nu intrec 5.

Fie u un varf interior al grafului G gradul caruia nu este mai mare decét 5
(Figura 8.3.2 ().

(@ (b)
© (d)

Figura 8.3.2
92



Construim un graf plan nou G’ care se obtine in urma eliminarii varfului v
si triangularii fetei f obtinutd dupa stergerea lui u. Triangularea prevede
adaugarea muchiilor (diagonalelor) suplimentare, astfel incat fata f sa fie
impartita in triunghiuri (Figura 8.3.2 (b)). Prin urmare, graful G' este
maximal planar cu n — 1 varfuri. In baza presupunerii inductive, G’ poate
fi desenat in plan, astfel incat toate muchiile sale sa fie segmente de dreapta
si x, y si z sd apartina fetei exterioare ale lui G' (Figura 8.3.2 (c)). Acum
putem elimina muchiile adaugate in urma triangularii fetei f si putem plasa
varful u in interiorul fetei f, in asa fel incat fiecare varf care apartine
frontierei fetei f sa poata fi unit cu u printr-un segment inclus in interiorul
fetei f (Figura 8.3.2 (d)). Se verifica usor ca exista o astfel de amplasare a
varfului u. Adaugam muchiile (segmente de dreaptd) intre varful u si toate
varfurile ce apartin frontierei fetei f. O

8.4. Grafuri duale

Pentru orice graf plan G = (V,E), poate fi construit un graf dual
G* = (V* E*) al grafului G. Regulile de construire ale grafului dual sunt
urmatoarele:
1. Se amplaseaza cate un varf in fiecare fatd a grafului G. Aceste
varfuri formeaza multimea varfurilor V* a grafului dual G*.
2. Pentru fiecare muchie e ce apartine frontierei a doud fete f; si f;
ale lui G, se adauga o muchie e* in G ce uneste varfurile din V*
asociate fetelor f; si f;. Pentru fiecare muchie e ce apartine doar
unei fete f;, se adaugd o bucla e* in G* cu extremititile in varful
din V* asociat fetei f;.
Este clar ca dualul grafului plan la fel este un graf plan. Un exemplu
de graf plan G si dual sau G* este prezentat in Figura 8.4.1.

Figura 8.4.1. Graf plan G si graf dual G*
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Propozitia 8.4.1. Daca graful plan G are n varfuri, m muchii si f fete, iar
dualul sau G* are n* varfuri, m* muchii si f™ fete, atunci din definitia
grafului dual rezulta:

nf=fm' =m,f*=n.
Teorema8.4.1. Daca G* este dualul grafului plan G, atunci G* este conex.

Demonstratie. Fie f; si f, doua fete ale grafului G, si p; un punct arbitrar
amplasat in interiorul fetei fi, iar p, un punct arbitrar amplasat in interiorul
fetei f,. Este absolut firesc cé existd o curba simplad care uneste punctele
P1 $1 P2 si nu trece prin niciun varf al grafului G. Acestei curbe In G* 1i
corespunde un lant ce uneste varfurile asociate cu fetele f; si f; In G*. De
unde rezultd cd G* este conex. m

Propozitia 8.4.2. Fie G* este dualul grafului plan G, iar G** este dualul
lui G*. Atunci G** este izomorf cu G.

Demonstratie. Din Propozitia 8.4.1 obtinem egalitatean™ = f* = n, unde
n** = |V(G*")|. Prin urmare, fiecare fata a grafului G* contine cate un varf

al lui G (G™). In consecinta, graful G (G**) poate fi obtinut din G* cu
ajutorul procedurii de construire a grafului dual. O

Definitia 8.4.1. Un graf plan se numeste autodual, daca el este izomorf cu
dualul sau.

Un exemplu de graf autodual este aratat in Figura 8.4.2.

Figura 8.4.2. Graf autodual G

Definitia 8.4.2. Graf planar se numeste exterior planar, daca el poate fi
amplasat in plan, astfel incat toate varfurile sale sa apartina frontierei
fetei exterioare. O astfel de amplasare se numegte exterioard.

Muchia amplasdrii exterioare a grafului exterior planar o vom numi
exterioard (interioard), daca ea este amplasata pe frontiera fetei exterioare
(nu este amplasata pe frontiera fetei exterioare).
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In Figura 8.4.3 (a) este prezentat un graf exterior planar G, iar in Figura
8.4.3 (b) este prezentatd 0 amplasare exterioara a grafului G.

(@) (b)

Figura 8.4.3. Graf exterior planar G (a); amplasarea exterioard a lui G (b)

Definitia 8.4.3. Graful slab dual al grafului plan G este un subgraf al
grafului dual al lui G, indus de multimea de vérfuri care corespund fetelor
interioare ale grafului G.

In Figura 8.4.4 este ilustrat graful slab dual al amplasarii exterioare a
grafului 2-conex exterior planar. Varfurile grafului 2-conex exterior planar
sunt colorate cu negru, iar varfurile grafului slab dual cu alb.

L)

Figura 8.4.4. Graf 2-conex exterior planar si graf slab dual al sau

Teorema 8.4.2. Graful slab dual al amplasarii exterioare a grafului
2-conex exterior planar este un arbore.

Demonstratie. Fie G un graf 2-conex exterior planar si G' 0 amplasare
exterioard a lui G. Deoarece G’ este 2-conex, frontiera fetei exterioare a lui
G' este un ciclu elementar C si toate fetele interioare se afla in interiorul
ciclului C. De aici, se obtine ca oricare doud fete interioare vecine (fete
care au muchii comune) au o singura muchie comund. Rezulta ca graful
slab dual T al grafului G’ este conex. Raméane de aratat cd T nu contine
cicluri. Presupunem ca T contine un ciclu, dar in acest caz in G’ trebuie s3
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existe un varf interior v, ceea ce vine in contradictic cu amplasarea
exterioara a grafului exterior planar. O

Consecinta 8.4.1. Orice graf 2-conex exterior planar contine cel putin
doua varfuri de gradul 2.

Demonstratie. Fie G un graf 2-conex exterior planar si G' 0 amplasare
exterioard a lui G. Fie T este graful slab dual al lui G'. Din Teorema 8.4.2
rezultd ca T este un arbore. Se observa ca fiecarui varf suspendat al lui T 1i
corespunde un varf de gradul 2 in G', iar orice arbore ordinul caruia este
mai mare decat unu are cel putin doud varfuri suspendate. Dacd T consta
dintr-un singur varf, atunci G’ este un ciclu de lungime nu mai mica de 3.
Aceasta inseamnd ca G' contine cel putin trei véarfuri de gradul 2. Deci,
consecinta este demonstrata. O

8.5. Probleme si sarcini

1. Amplasati in plan graful G din Figura 8.5.1. Determinati cate fete
are graful plan corespunzator grafului G

Figura 8.5.1

2. Demonstrati corectitudinea Consecintei 8.3.1.

3. Verificati afirmatia: existd doua grafuri maximal planare cu n
varfuri care nu sunt izomorfe.

4. Redesenati graful din Figura 8.5.1, astfel incat graful sa raméana plan
si toate muchiile acestuia sa fie segmente de dreapta.

5. Desenati graful dual al grafului din Figura 8.4.3 (b).

6. Aratati ca gradul mediu al varfurilor grafului planar este mai mic
decat 6.

7. Demonstrati ca orice graf plan cu f = 2 fete are cel putin £+ 2

varfuri.
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10.

11.

12.

13.

Determinati pentru ce valori ale lui n, graful K,, este autodual.
Aratati ca pentru orice graf plan si neconex formula lui Euler poate
fi extinsa astfel:

n—-m+f=k+1,
unde k este numarul de componente conexe ale grafului.
Fie G un graf 4-regulat (gradul fiecarui varf este 4) cu 16 varfuri.
Presupunem cé o amplasare in plan a grafului G contine doar fetele
marginite de cicluri de lungimea 3 (triunghiuri) si de lungimea 4.
Determinati numarul fetelor care formeaza triunghiuri.
Un graf exterior planar care contine numarul maxim de muchii
pentru un numar dat de varfuri se numeste maximal exterior planar.
Fie G un graf maximal exterior planar cu n > 3 varfuri si G' 0
amplasare exterioard a lui G. Ardtati cd G' contine n — 2 fete
interioare si n — 3 muchii interioare.
Aratati cu ajutorul criteriului de planaritate al lui Kuratowski ca
grafurile din Figura 8.5.2 nu sunt planare.

G1 Gy
Figura 8.5.2

Aratati ca orice graf care contine cel mult 3 cicluri este planar.
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9. Colorarea grafurilor

9.1. Colorarea varfurilor

Definitia 9.1.1. O k-colorare a virfurilor grafului G = (V,E) poate fi
definitd ca o functie f:V — {1,2, ..., k}. Numarul f(v) asociat varfului v
se numeste culoarea acestui varf-

Definitia 9.1.2. O k-colorare a vdrfurilor, determinatd de functia
f:V ->{1,2,..,k} se numeste corectd, daca pentru orice doud vdarfuri
adiacente u si v ale grafului G = (V, E) are loc relatia f (u) # f(v). Un
graf care admite o k-colorare corectd a varfurilor se numeste k-colorabil.

Definitia 9.1.3. Numdarul minim k pentru care graful G este k-colorabil se
numeste numdr cromatic al grafului G si se noteaza prin x(G).

Daca y(G) = k, atunci graful G = (V, E) este numit k-cromatic. Din
definitia numarului cromatic rezulta cd n > y(G) = ¢(G), unden = |V|.
Definitia 9.1.4. Daca y(H) < x(G) = k pentru fiecare subgraf H al
grafului G, H # G, atunci G se numeste k-critic colorabil sau k-critic.

In general, o k-colorarea corectd a vérfurilor grafului G = (V,E)
induce o divizare a multimii de varfuri V in k submultimi V;, 1 <i <k,
care satisface o serie de proprietéti:

1) V=UgVis

2) V; # @ pentruoricei € {1,2, ..., k};

3) VinV;=@pentruoricei # j,i,j € {1,2,..,k};

4) fiecare multime V;, care se va numi in continuare clasd de culori,

este stabila interior in G.
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Graful Petersen G din Figura 9.1.1 este 3-colorabil. Mai mult decat
atat, G este 3-cromatic. O 3-colorare corectd a varfurilor lui G are
urmatoarele clase de culori:

Vi = {v1, V3,8, V9}, Vo = {V4, Vs, V6 }, V3 = {V2, V7, V10}-

Figura 9.1.1. 3-colorarea vdrfurilor grafului Petersen

In legaturd cu studierea problemei colorarii grafului, apare problema
estimarii numarului cromatic. in caz general, aceasta problemi este
dificila. De aceea, un interes deosebit reprezintd estimarile numarului
cromatic exprimate prin diversi parametri ai grafului, care pot fi calculate
relativ usor. Vom mentiona unele estimari ale numarului cromatic. Pentru
aceasta avem nevoie de urmatoarele doua rezultate prezentate in Lemele
9.1.1si9.1.2.

Lema 9.1.1. Fiecare graf k-cromatic G = (V, U) are un subgraf k-critic.

Demonstratie. Stergem din graful G muchii, una cate una, atata timp cat
stergerea unei muchii arbitrare nu produce un numar cromatic mai mic al
grafului. Astfel graful ramas este k-critic. m

Lema 9.1.2. Pentru orice graf k-critic G, are loc relatia 5(G) = k — 1.

Demonstratie. Presupunem contrariul, adica existd un varf v pentru care
deg(v) < k — 2. Intrucat G este k-critic, atunci y(G —v) < x(G) = k.
Aceasta implica faptul ca graful G — v poate fi colorat corect cu k — 1
culori. Coloram varfurile grafului G —v cu k —1 culori. Deoarece
deg(v) < k — 2, varful v poate fi colorat cu una din cele k — 1 culori care
nu a fost utilizatd la colorarea varfurilor adiacente cu v in G. Astfel, am
obtinut o colorare corecta a varfurilor grafului G cu (k — 1) culori, ceea ce
contrazice egalitatea y(G) = k. Deci, §(G) = k — 1. O
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Vom nota prin F(G) familia subgrafurilor generate de toate
submultimile de varfuri ale grafului ¢. Mentiondm cd F(G) include si
graful G.

Teorema 9.1.1. Pentru orice graf G, este adevarata relatia:
<
x(G) <1+ H@&%)S(H).

Demonstratie. Tinand cont de Lema 9.1.1, fie y(G) = k si H' un subgraf
k-critic al lui G. Din Lema 9.1.2 imediat obtinem:

xG)—1=xy(H)-1<6H) < max 5(H).

Teorema este demonstrata. O

Consecinta 9.1.1. Pentru orice graf G, este adevarata relatia:
x(G) <1+ A(G).

Teorema9.1.2. Pentru orice graf G = (V, E), sunt adevarate inegalitdtile:
n

—<y<n—ay+1, 9.1)
ao

unde n = |V|, @y = ao(G), x = x(G).
Demonstratie. Existd o colorare corecta a varfurilor grafului G care
determind divizarea multimii V in y clase de culori V3, V5, ..., V,.. Deoarece
fiecare multime V;, 1 < i < y, este stabila interior si |V;| < ag, se obtine
n= Z)i{=1 |Vi| £ xag, de unde rezulta inegalitatea al <x.
0

Fie S o multime stabild interior a grafului G care contine exact @
varfuri. Intrucat |V\S| = n — ay, are loc inegalitatea y(G —S) < n — a,
sideciy <n-—ay+1. O
Teorema 9.1.3. Pentru orice trei numere naturale n, a, si y care satisfac
relatia (9.1), exista un graf G = (V, E) astfel incatn = |V|, ay = ay(G),
x = x(6).
Demonstratie. Urmeaza sa analizam trei cazuri: 1) g = 1; 2) ay > 1 si
n = ayp, unde p este un numar intreg; 3) ay > 1 si n nu este divizibil cu
Q-

1) Din (9.1) se obtine y = n. In calitate de graf potrivit poate servi un
graf complet K,, pentru care ay(K,) =1 = a, si y(K,) =n = y.
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2) Fie G = (V,E) un graf p-partit complet, fiecare parte a caruia
contine exact  varfuri. Atunci, y(G) =p = al Alegem o parte arbitrara
0

V* a grafului G si fiecare varf al lui G care nu apartine multimii V* 1l
inlocuim cu un alt varf adiacent cu toate celelalte varfuri ale lui G. La
fiecare pas al acestei proceduri, numarul cromatic al grafului va creste cu
o unitate. In final, vom avea un graf (n — a, + 1)-partit G’, toate partile
ciruia, in afara de V*, sunt formate dintr-un singur varf. in consecinta,
xG@)=n—ay+1.

3) Daca n nu este divizibil cu g, atunci initial se ia un graf
(L%J + 1)-partit complet cu n varfuri, L%)J partile caruia contin cate @

varfuri. Dintre aceste parti selectim o parte arbitrard V* si procedam in
acelagi mod ca si in cazul 2). m

Este bine cunoscutd problema celor patru culori care suna in felul
urmator: Sunt oare suficiente patru culori pentru a colora o harta politica,
astfel incat doud tari de frontierda comuna sa fie colorate diferit. Aceasta
problemd a fost formulata ca ipotezd in anul 1878 de matematicianul
englez A. Cayley.

Harta politica poate fi reprezentatd cu ajutorul unui graf plan.
Varfurile unui astfel de graf plan reprezinta tarile ilustrate pe harta, iar
muchiile — hotarele dintre tarile respective. De exemplu, in Figura 9.1.2 (a)
este reprezentatd harta schematica a statelor de vest ale Statelor Unite ale
Americii colorata corect cu patru culori, iar in Figura 9.1.2 (b) — graful plan
ce corespunde acestei harti.

(@) (b)

Figura 9.1.2. Harta statelor de vest ale SUA coloratd cu patru culori (a) si
graful plan care corespunde acestei harti (b)

101



Teorema 9.1.4. Orice graf planar este 5-colorabil.

Demonstratie. Vom demonstra teorema prin inductie dupd numarul de
varfuri. Evident, pentru grafuri planare cu n <5 varfuri, afirmatia
teoremei este adevarata. Consideram ca G este un graf planar cu n > 5
varfuri si orice graf planar cu un numar mai mic de varfuri este 5-colorabil.
Din Propozitia 8.3.2, G contine cel putin un varf, fie v, de gradul cel mult
5. Vom analiza doua cazuri:

1) deg(v) < 4. Graful G' = G — v este 5-colorabil. Coloram varfurile
lui G’ cu 5 culori. In aceasti colorare varfurile adiacente cu v sunt colorate
cu cel mult 4 culori distincte. Deci, varful v poate fi colorat cu una din cele
5 culori care nu a fost utilizatd la colorarea varfurilor adiacente cu v.

(b)
Figura9.1.3

2) deg(v) =5. Tinand cont de criteriul de planaritate al lui
Kuratowski, graful G nu contine subgrafuri homeomorfe cu Ks. De aici, in
N (v) exista doua varfuri neadiacente, pe care le notam cu u si w (Figura
9.1.3 (a)). Aplicam operatia de contractie pentru muchiile (v, u) si (v, w).
Ca rezultat se obtine graful planar G’ cun — 2 varfuri si care ¢ 5-colorabil
(Figura 9.1.3. (b)). Fixdm o 5-colorare corectd a lui G'. Restabilim acum
cele doua muchii, atribuind varfurilor u si w culoarea varfului v din G'. O
5-colorare corecta a lui G se obtine prin colorarea varfului v cu o culoare
diferita de cele 4 culori utilizate la colorarea varfurilor adiacente cu v.
Astfel, graful planar G e 5-colorabil. O

In general, problema celor patru culori a rimas nerezolvati timp de un
secol fiind surprinzitor de grea si a suscitat preocuparea multor
matematicieni de prestigiu. Prima demonstratie a ipotezei a fost propusa
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de matematicianul A. Kempe in 1879, insa in 1890 demonstratia lui Kempe
a fost combatuta. Problema a fost rezolvata abia in anul 1976 de catre
K. Appel si W. Haken, demonstratia fiind efectuatd cu ajutorul
calculatorului si formalizata pe sute de pagini cu demonstratii matematice,
mii de afirmatii si diagrame. In acest fel, nu numai ci nu e dati o
demonstratie matematicd veritabild, dar existd suspiciuni cd aceasta ar
putea fi una eronata.

9.2. Colorarea muchiilor

Definitia 9.2.1. Functia f, care pune in Corespondentd fiecarei muchii e
din G un numar din multimea {1,2,...,k} se numeste k-colorare a
muchiilor grafului G. Numarul f(e) asociat muchiei e se numeste
culoarea muchiei e.

Colorarea muchiilor grafului G este corectd, daca muchiile adiacente
ale lui G au culori distincte. In Figura 9.2.1 este ilustrata 4-colorare corecta
a muchiilor grafului Petersen.

Figura 9.2.1. Colorarea muchiilor grafului Petersen cu patru culori

Definitia 9.2.2. Numarul minim k pentru care muchiile grafului G pot fi
colorate corect cu k culori se numeste indice cromat al grafului G si se
noteaza prin ' (G).

Din definitia indicelui cromatic rezulta ca y'(G) = A(G), unde A(G)
este gradul maxim al varfurilor grafului G.

Deoarece muchiile unui graf G sunt adiacente daca si numai daca
varfurile corespunzatoare lor in graf al muchiilor L(G) sunt adiacente,
indicele cromatic al lui G poate fi privit ca numar cromatic al grafului L(G),
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adica x'(G) = )((L(G)). Evident, intr-0 colorare corectd a muchiilor
grafului muchiile colorate cu aceeasi culoare formeaza un cuplaj, deci
x'(G) poate fi tratat ca numarul minim de cuplaje in care poate fi divizata
multimea muchiilor grafului G.

Teorema 9.2.1. (Vizing) Pentru orice graf G, sunt adevarate urmdtoarele
inegalitati:
AG) < x'(G) <AG) + 1.

Demonstratia Teoremei 9.2.1 se omite.
Teorema 9.2.2. Sunt adevarate urmatoarele relatii:

1) X' (Kops1) = AKopp) +1=2n+1;

2) X,(KZTL) = A(KZTI) = Zn - 1
Demonstratie. Vom demonstra mai intdi prima egalitate. Fie E; U E, U
..U E = E(Ky,41) este o divizare a multimii de muchii a grafului Ky, ;4
in k clase de culori care determind o k-colorare corecta a muchiilor grafului

K55, 41. Deoarece muchiile unei clase de culori formeaza un cuplaj, pentru
oricei, 1 <i < k, are loc relatia

|Ei| < {lV(K22n+1)|] -n

care implica urmatoarele:

|E(Kan41)] S |E(Kz2n+1)I _ (2n+1)2n _

max |E;| n 2n
1<i<k

k> 2n + 1.

Avand 1n vedere afirmatia Teoremei 9.2.1, obtinem egalitatea
X’(1{2n+1) =2n+1.

In continuare, vom demonstra cea de-a doua egalitate. Fie v un varf
arbitrar al grafului K,,,. Sa analizam graful G = K,,, — v = Ky,,_. Tinand
cont de cele obtinute mai sus, muchiile grafului G pot fi colorate corect cu
2n — 1 culori. Fie u un varf arbitrar al grafului G. Gradul fiecarui varf al
grafului G este egal cu 2n — 2. Prin urmare, o oarecare culoare din
(2n — 1)-colorare corecta a muchiilor lui G nu atinge varful u. Pe de alta
parte, multimea tuturor muchiilor colorate cu o culoare, fie c;, formeaza un
cuplaj al grafului G. Datorita faptului ca G contine un numar impar de
varfuri, existd un varf, fie u;, care nu este atins de culoarea c;. De aici
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rezulta ca culorile care nu ating varfurile grafului sunt diferite doud cate
doua. Pentru a obtine o colorare corectd a muchiilor grafului K5,,, raimane
de colorat fiecare muchie (v,u;) cu culoarea de care nu se atinge
varful u;. O

Teorema 9.2.3. Daca G este un graf bipartit, atunci y'(G) = A(G).

Demonstratie. Vom demonstra teorema folosind inductia matematica dupa
numarul de muchii in G. Presupunem cé toate muchiile grafului G cu
exceptia muchiei (v, w) sunt colorate corect cu A(G) culori. Atunci vérful
v nu este atins de o oarecare culoare a din A(G) culori folosite la colorarea
muchiilor, iar varful w nu este atins de o culoare b. Dacd a = b, atunci
muchia (v, w) poate fi coloratd cu culoare a. Dacd a # b, atunci definim
subgraful H,, al grafului G format din varful v si toate varfurile si
muchiile din G la care se poate de ajuns din v folosind lantul, muchiile
caruia sunt colorate cu a si b (Figura 9.2.2).

Figura9.2.2

Intrucat G este bipartit, varful w nu apartine lui H, . Asadar, putem
interschimba culorile a si b in subgraful H, ;, fara a afecta colorarea corecta
a muchiilor deja colorate. Acum muchia (v,w) poate fi coloratd cu
culoarea b, astfel incét toate muchile lui G sa fie colorate corect cu A(G)
culori. O

9.3. Polinomul cromatic
in general, un graf poate avea mai multe k-colordri corecte ale
varfurilor.

Definitia 9.3.1. Numarul de k-colorari corecte distincte ale varfurilor
grafului G se numeste functie cromaticda sau polinom cromatic al lui G si
se noteaza P(G, k).
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Evident ca valoarea minima a lui k pentru care P(G, k) # 0 este x(G).
Pentru unele tipuri de grafuri, functia P(G, k) se determina relativ simplu.
Astfel, in colorarea corecta a grafului complet K, primul varf poate fi
colorat cu oricare din cele k culori, iar pentru colorarea oricarui varf
urmator se permite sa se utilizeze cu o culoare mai putin decat pentru cel
precedent. Deci,

_(k(k—1)..(k—n+1), k=2n;
P(K’“k)_{ 0, k<n

Vom cerceta cateva propozitii care simplificd determinarea
polinomului cromatic.

Propozitia 9.3.1. Dacd G = G; U G, U ...U G este reuniunea disjunctd a
grafurilor, atunci

l
P(G, k) = HP(Gi,k).

Demonstratie. Afirmatia rezulta din faptul ca colorarea varfurilor fiecarui
subgraf G; al lui G se alege independent de celelalte. O

Propozitia 9.3.2. Daca G = G; U G, si grafurile G, si G, au un singur
varf comun, atunci

P(G,k) = % P(Gy, k)P(G,, k).

Demonstratie. Alegem o colorare corecta f; a varfurilor grafului G,. Pentru
a extinde f; cu scopul de a obtine colorare corecta a varfurilor grafului G,
trebuie sd se aleaga o astfel de colorare corecta f, a varfurilor grafului G,
in care culoarea f; (v) a lui v, comun pentru G, si G, coincide cu culoarea
f2(v). Deoarece numarul k-colorarilor corecte ale varfurilor grafului G,

in care culoarea varfului v este fixata, nu depinde de aceastd culoare,
P(Gy k) e

k
ceruta. m]

pentru alegerea colorarii f, exista

Propozitia 9.3.3. Fie u si v doud varfuri neadiacente ale grafului G. Daca
G, =G+ (u,v), iar G, se obtine din Gy in urma contractiei muchiei
(u, v), atunci
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Demonstratie. Numarul k-colorarilor corecte ale varfurilor grafului G in
care culorile varfurilor u si v sunt distincte nu se va schimba, daca in G se
va adduga muchia (u, v). Deci, acest numar este egal cu P(G4, k). Analog,
numarul k-colordrilor corecte ale varfurilor grafului G, in care culorile
varfurilor u si v coincid, este egal cu P(Gy, k). Insumand aceste valori,
obtinem numarul tuturor k-colorarilor corecte ale varfurilor grafului G,

adica P(G, k) = P(Gy, k) + P(G,, k). 0

Propozitia 9.3.3 reduce calculul polinomului cromatic P(G,k) al
grafului arbitrar G la calculul polinoamelor cromatice ale grafurilor cu un
numar mai mare de muchii sau cu un numar mai mic de varfuri, si astfel in
cele din urma a polinoamelor cromatice ale grafurilor complete. Deci, are
loc urmatoarea consecinta.

Consecinta 9.3.1. Polinomul cromatic al grafului arbitrar G cu n varfuri
este egal cu suma polinoamelor cromatice a unui numar finit de grafuri
complete de ordin cel mult n si are forma:

P(G, k) = P(Kn, k) + alp(Kn_l, k) + azp(Kn_z, k) + .-

In baza grafului G din Figura 9.3.1, vom analiza metoda recursiva de
calcul al polinomului cromatic.

Figura 9.3.1

Pentru reprezentarea grafica a operatiei P(G,k) = P(Gy,k) +
P(G,, k), vomscrie G = GG, si vom desena grafurile corespunzaitoare.
Procesul construirii polinomului cromatic al grafului G este ilustrat in
Figura 9.3.2.

Deci, avem
P(G,k) = P(Ks, k) + 3P(Ky, k) + P(K3, k) =
=k(k—1)(k—2)(k—3)(k—4)+
+3k(k—1)(k—2)(k—3)+k(k—1)(k—2) =

= k> — 7k* + 18k3 — 20k? + 8k.
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Prin substitutia in locul lui k a unei valori concrete, se va obtine numarul
de colorari corecte si distincte ale varfurilor grafului G. De exemplu, pentru
k =4, vom avea P(G,4) =96 de 4-colorari corecte si distincte ale
varfurilor grafului G.

Gy Giy1 = K, G122 = K3

Figura 9.3.2
9.4. Probleme si sarcini

1. Determinati numarul cromatic y(G) si indicele cromatic y'(G) al
grafurilor din Figura 9.4.1. Colorati corect varfurile grafurilor in
x(G) culori si muchiile in ¥'(G) culori.

2. Verificati afirmatia: orice graf G poate fi colorat corect cu y(G)
culori, astfel incat ay(G) varfuri ale lui G sa fie colorate cu aceeasi
culoare.
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10.

11.

12.

13.

Verificat afirmatia: daca y(G) < 4, atunci G este un graf planar.
Demonstrati relatia (G, + G,) = x(G;) + x(G3).
Demonstrati ca daca G este k-regulat, atunci y(G) =

n
K
Aratati ca daca G este un graf conex cu n varfuri, m muchii si
m < n, atunci y(G) < 3.
Aratati ca orice graf G de ordinul 6 pentru care y(G) = 3 contine cel
mult 12 muchii.
Fie G un graf plan, in care toate varfurile apartin frontierei unei fete.
Demonstrati ca acest graf poate fi colorat corect cu ajutorul cel mult
a trei culori.
Demonstrati ca pentru orice graf G cu m muchii are loc relatia
2@ (x(G) - 1) <2m.
Verificati afirmatia: daca fiecare varf al unui graf G are gradul egal
cel mult cu k, atunci numarul cromatic al lui G verifica relatia
x(G) <k+1.
Demonstrati ca pentru un graf G de ordinul n are loc relatia
x(G) + x(G) < n+1.
Demonstrati ca polinomul cromatic pentru un arbore T,, este egal cu
P(T, k) = k(k — D)™ 1,
Demonstrati ca polinomul cromatic pentru un graf ciclu C,, este egal
cuP(Cp, k) =Gk —-D"+(-D"(k-1).

Figura9.4.1
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10. Teoria lui Ramsey

10.1. Numere Ramsey

Teoria lui Ramsey se referd la studiul obiectelor combinatoriale si a
conditiilor care se ocupa cu distributia submultimilor de elemente ale unei
multimi. Obiectul principal de studiu in acest paragraf il constituie
grafurile complete ale caror muchii sunt colorate cu mai multe culori.

In cele ce urmeaza, un graf ale carui muchii sunt colorate cu culoare
rosie (albastra) il vom numi rosu (albastru).

Definitia 10.1.1. Pentru doua numere naturale p si q, numdrul Ramsey
R(p, q) asociat lor este cel mai mic numar n, astfel incdt orice 2-colorare
a muchiilor grafului K, cu rosu si albastru si contind un subgraf rosu K,
sau un subgraf albastru K.

in anul 1930, matematicianul englez Frank P. Ramsey a demonstrat ci
numirul R(p, q) exista, adica este finit. In profida capacitatii de calcul a
calculatoarelor performante, putinele valori exacte ale numerelor Ramsey
sunt cunoscute. Sunt triviale urmatoarele relatii:

R(p,1) =R(1,q), R(p,q) = R(q,p).
Teorema 10.1.1. R(3,3) = 6.

Demonstratie. Fie ca muchiile grafului K sunt colorate arbitrar cu rosu si
albastru si V(Kg) = {v4, V3, ..., Vg}. Alegem un varf oarecare v, al lui Kg.
Cum v, este incident cu cinci muchii, rezulta ca cel putin trei dintre aceste
cinci muchii sunt colorate cu aceeasi culoare (presupunem ca aceasta este
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culoarea rosie). Fie cd muchiile (vq,v;), (v1,v3) si (v1,V,) sunt rosii
(Figura 10.1.1 (a)). Daca una din muchiile (v, v3), (v,, vy) si (vs, v4) este
rosie, atunci K contine un subgraf K; rosu. In caz contrar, aceste trei
muchii sunt albastre si ele genereaza un subgraf K5 albastru (Figura 10.1.1

().

Uy U3 Uy U3
L, 2SN
~ va \
~ N
U1 Uy 141 7 Vs
o ] . ]
Vg Vs Vg 143
(a) (b)

Figura 10.1.1. Muchiile marcate cu linia neagra sunt colorate cu rosu,
iar muchiile marcate cu linia intrerupta sunt colorate cu albastru
Acum vom demonstra ca R(3,3) = 6. Pentru aceasta, vom arita ca
existd o colorare a muchiilor grafului K5 cu rosu si albastru, astfel incat K
sa nu contind niciun subgraf K3 rosu sau albastru. Presupunem ca
V(Ks) = {v4, V3, V3,04, Us}. Colordm muchiile ciclului (v4, v,, V3, V4, Vs)
cu rosu, iar celelalte muchii cu albastru (Figura 10.1.2). Se observa ca
intr-0 astfel de colorare a grafului K5 nu exista niciun subgraf K3 rosu sau
albastru. m

Uy

%1 U3

Us Vs

Figura 10.1.2. Muchiile marcate cu linia neagra sunt colorate cu rosu,
iar muchiile marcate cu linia intreruptd sunt colorate cu albastru

Propozitia 10.1.1. Pentru orice doud numere naturale p si q, are loc
relatia:

R(p,q) = max{p,q}.

Demonstratie. Fara a pierde din generalitate, fie ca p = max{p, q}.
Colordm toate muchiile grafului K,_; cu culoare rosie. Este limpede ca
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K,,_; nu contine niciun subraf K, rosu si niciun subgraf K, albastru. De
aici, obtinem relatia R(p, q) = max{p, q}. O

Propozitia 10.1.2. Pentru orice numadr natural p = 2, are loc relatia:
R(2,p) =R(»,2) =p.

Demonstratie. Deoarece p > 2, din Propozitia 10.1.1 avem R(2,p) = p.

Coloram arbitrar muchiile grafului K, cu rosu si albastru. Daca in K}, exista

o muchie rosie, atunci se genereazd un subgraf K, rosu. Altfel, toate

muchiile grafului K;, sunt albastre si se genereaza un subgraf K, albastru,

de unde se obtine R(2,p) < p si ca rezultat R(2,p) = p. in mod analog,
se demonstreaza ca R(p, 2) = p. o

Cu toate ca numerele Ramsey R(p, q) au fost studiate de zeci de ani,
sunt cunoscute relativ putine valori exacte ale numerelor Ramsey. In
general, determinarea valorilor exacte ale numerelor Ramsey este 0
problema extrem de dificila.

10.2. Estimari ale numerelor Ramsey

In aceastd sectiune, vom determina estimarile superioare si inferioare
ale numerelor Ramsey.

Pentru mai multe numere Ramsey, sunt cunoscute estimarile
inferioare si superioare ale acestora. De exemplu:

43 < R(5,5) < 48, 36 < R(4,6) = R(6,4) < 41.

Teorema 10.2.1. (Erdés) Pentru orice doua numere naturale p = 2 §i
q = 2, are loc relatia:
R(,q) =R(p—-1,9) +R(p,q—D.

Demonstratie. Fie ca a=R(p—1,q9), b=R(p,q—1) si n=a+b.
Coloram in mod arbitrar muchiile grafului K,, cu rosu si albastru. Alegem
un varf oarecare v al lui K,,. Printre a + b — 1 muchii incidente lui v exista
cel putin a muchii rosii sau b muchii albastre. in primul caz (cand existi a
muchii rosii incidente lui v), varfurile cu care v este conectat prin
intermediul muchiilor rosii formeaza subgraful K,. Avand in vedere relatia
a=R(p—1,q), K, contine un subgraf albastru K, sau un subgraf rosu
K, _1, care impreund cu v formeaza un subgraf rosu K. In cel de al doilea
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caz (cand exista b muchii albastre incidente lui v), analog se demonstreaza
existenta unui subgraf rosu K, sau a unui subgraf albastru K, . m

Consecinta 10.2.1. Pentru orice doud numere naturale p =2 si
q = 2, are loc relatia:

R®, ) < Cprg-z-

Demonstratie. Pentru p = 2 sau q = 2 relatia este evidenta. Prin Teorema
10.2.1 si inductia dupa p si q obtinem relatia

R(p,q) SRP-1,q) +R(p,q—1) < o2 s+ Chin_s=Cll_,.

Consecinta este demonstrata. O

Teorema 10.2.2. (Erdds) Pentru orice numdr natural p = 2, are loc
relatia:

2P/2 < R(p,p) < 2?7,
Demonstratie. A doua inegalitate rezulta din Consecinta 10.2.1:

R(p,p) < Ch 1, <2272 < 2%,

VVom demonstra prima inegalitate. Deoarece este clar ca R(2,2) = 2,
este suficient de analizat cazul p > 3. Fien = R(p,p) < 2P/2. Vom arita
ca exista cel putin un graf de ordin n care nu contine subgrafuri K, (care
corespunde subgrafului rosu) si K_p (care corespunde subgrafului albastru).
Aceasta va insemna ci 2P/2 < R(p, p) pentru p > 3. Notam prin g(n, p)
numarul de grafuri cu n varfuri care contin un subgraf complet K, (este
cunoscut cd numarul total de grafuri care pot fi construite pe n varfuri
este 261).

Vom numdra grafurile care contin un subgraf complet K, in felul
urmitor: existd C} modalititi de alegere a varfurilor care vor forma un
subgraf complet K, adica se traseazi muchiile dintre toate aceste varfuri,
iar celelalte muchii se traseazad in mod arbitrar. Astfel, fiecare graf cu un
subgraf K,, va fi numarat cel putin o data. Numdrul grafurilor, ce contin un
subgraf K, nu intrece CY - 26i=C3 . Drept urmare, obtinem

nP . 2Ck
206G <« — (10.1)

(n,p) € =
TP = 0 =) pl- 26
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Pentrun < 2P/2 sip > 3 se verifica usor relatia:
1
n? < pl 265, (10.2).
Combinand relatiile (10.1) si (10.2), obtinem

1
gn,p) < EZC%_
Numdrul grafurilor cu n varfuri care contin subgrafuri K, sau K, nu

intrece valoarea 2g(n,p) < 264 in acelagi timp, numarul total de grafuri

n . 2 .. - .
cu n varfuri este 2¢7. De aici putem deduce ci existd un graf G care nu
contine subgrafuri K,, si K,. O

10.3. Numere Ramsey pentru grafuri arbitrare

In sectiunile precedente, a fost studiati varianta clasici a numerelor
Ramsey R(p,q). Vom introduce notiunea generalizati a numerelor
Ramsey.

Definitia 10.3.1. Numdarul Ramsey R(G, H) asociat la doud grafuri G si H
este cel mai mic numdr n, astfel incdt orice 2-colorare a muchiilor grafului
K, cu rosu si albastru contine un subgraf rosu izomorf cu G sau un subgraf
albastru izomorf cu H.

De mentionat ca numdrul Ramsey clasic R(p,q) coincide cu
R(Kp Ky).
Este evidenta urmatoarea propozitie:

Propozitia 10.3.1. Daca G este un graf de ordin p si H este un graf de ordin
q, atunci R(G,H) < R(p, q).

Teorema 10.3.1. R(K; 3,C4) = 6.

Demonstratie. Dupa cum se vede din Figura 10.1.2, in 2-colorare a
muchiilor grafului K5 cu rosu si albastru nu exista niciun subgraf rosu Kj 3
si nici un subgraf albastru C,. Asadar, R(K; 3,Cy) = 6.

Ramane de aratat ca R(K;3,C,) < 6. Fie ca este datd o colorare
arbitrard a lui Ky si V(Kg) = {vq, V3, U3, V4, Vs, V). Din Teorema 10.1.1
este cunoscut ca R(K3, K3) = 6, adica in Ky existd un subgraf rosu sau
albastru K3. Sa analizam doua cazuri.
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1) Fie ca in K, exista un subgraf rosu K3. Presupunem ca vq, v, si v3
sunt varfurile subgrafului rosu K3. Dacé in Ky nu exista niciun subgraf rosu
K; 3, atunci orice muchie care are o extremitate in {vy, v,, v3} si cealalta in
{v4, vs, v} este colorata cu albastru. Prin urmare, ciclul (vq, vy, V3, Vg, V1)
formeaza un subgraf albastru C,.

2) Fie ca 1n K4 existd un subgraf albastru K3. Presupunem ca v, v, si
v3 sunt varfurile subgrafului albastru K. Daca un varf din {v,, vs, vg} este
adiacent cu doua varfuri din {v;,v,,v3} prin intermediul muchiilor
albastre, atunci existd un ciclu albastru C,. Dacad un oarecare varf din
{v,, vs, v} este adiacent cu toate varfurile din {v;, v,, v3} prin intermediul
muchiilor rosii, atunci exista un subgraf rosu K; 3. Sa presupunem ca orice
varf din {v,, v5, v} este adiacent cu un oarecare varf din {v,, v,, v3} prin
intermediul muchiei albastre si cu celelalte doud varfuri prin intermediul
muchiilor rosii. Daca una din muchiile (vy, v5), (v4,V6) si (vs, vg) €Ste
rosie, atunci existd un subgraf rosu K; 3. Altfel, putem presupune ca vy, vs
si v sunt varfurile subgrafului albastru K5. In acest caz, oricare doui
muchii albastre care unesc un varf din {v4, v,, v3} si un varf din {v,, vs, ve}
apartin unui ciclu albastru C,. o

Teorema 10.3.2. Pentru orice arbore T de ordinul m si un numdr natural
n, are loc relatia:

R(T,K) =(m—-1)n-1)+1.

Demonstratie. Intai de toate, vom arita ca R(T,K,) > (m — 1)(n — 1).
Pentru aceasta consideram un graf format din (n — 1) componente conexe
izomorfe cu K,,,_;, toate muchiile carora sunt colorate cu rosu. Adaugam
la acest graf muchiile albastre pana obtinem K(;,_1)(xn-1). Dat fiind ca
fiecare subgraf conex rosu contine nu mai mult de m — 1 vérfuri, graful
construit K (y,—1)(n—1) nu contine niciun subgraf T rosu. Graful generat de
muchiile albastre este (n — 1)-partit, ceea ce inseamnd cd in graful
construit Ky, —1)(n—1) Nu se contine niciun subgraf K,, albastru.

Egalitatea R(T,K,)=(m—-1)(n—1)+1 o vom demonstra
folosind inductia dupa n. Cazul n = 1 este trivial. Presupunemcan > 2 si
teorema este adevaratd pentru R(T,K;), pentru orice t <n. Dacd in
Kim-1)(n-1)+1 €xistd un varf v care este incident cu cel putin
(m —1)(n — 2) + 1 muchii albastre, atunci conform ipotezei inductive
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subgraful indus de multimea varfurilor unite cu v prin intermediul
muchiilor albastre contine un subgraf T rosu sau un subgraf K, _; albastru.
In primul caz, K (m-1)(n-1)+1 contine un subgraf T rosu. In cel din urma
caz, subgraful albastru K,,_; impreuna cu v formeaza un subgraf albastru
K,. Daca orice varf v din Kgu_1)m-1)+1 este incident cu cel mult
(m — 1)(n — 2) muchii albastre, aceasta inseamna ca orice varf v din
K(m-1)(n-1)+1 €Ste incident cu cel putin m — 1 muchii rosii. Intrucat
ordinul lui T este m, potrivit Teoremei 5.1.3 In K (;,—1)(n-1)+1 €Xistd un
subgraf rosu izomorf cu T. O

10.4. Probleme si sarcini

Demonstrati ca R(3,4) = 9.

Demonstrati ca R(3,5) < 14.

Determinati valoarea numarului Ramsey R (P3, P3).
Determinati valoarea numarului Ramsey R(P3, K3).
Determinati valoarea numarului Ramsey R(P3, Cy).
Determinati valoarea numarului Ramsey R(Kj 3, P3).
Determinati valoarea numarului Ramsey R(Cy, Cy).
Demonstrati cd R(K; 3,K;3) = 6.

cONoOk~wdNE
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11. Grafuri orientate

11.1. Introducere in grafuri orientate

Definitia 11.1.1. Perechea de multimi G = (V, E), unde V este o multime

nevidi de elemente distincte, iar E este o mulfime formatd din perechi
ordonate de elemente din V, se numeste graf orientat.

Daca din context este clar ca e vorba de un graf orientat, atunci sagetile

respective pot fi omise. Elementele multimii E se numesc arce. In graful
orientat perechile de varfuri (u, v) si (v, u) reprezinta arce diferite. Pentru
arcul € = (w,v), varful u este extremitate initiala, iar varful
v — extremitate finald. Se spune ca arcul € = (u, v) este orientat de la u
spre v. Varful u se mai numeste predecesorul varfului v, iar v — succesorul
varfului u. Graful orientat, in care daca exista arcul (u, v), atunci exista si
arcul (v,u), se numeste simetric. Graful orientat cu proprietatea ca daca
exista arcul (u, v), atunci nu exista arcul (v,u), se numeste antisimetric.
In cazul reprezentirii geometrice a unui graf orientat, arcele sunt
reprezentate cu ajutorul liniilor inzestrate cu sdgeti, care corespund
orientrii arcelor. In Figura 11.1.1 este ilustrat un graf orientat.

U3 U3
20 %
Us
Figura 11.1.1. Graf orientat
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Daci v este un varf al grafului orientat G = (v, E ), atunci cardinalul
multimii N* (v) = {u eV:(v,u) € E} se numeste semigrad exterior, iar
cardinalul multimii N~(v) = {u € V: (u,v) € E} se numeste semigrad
interior al varfului v. Semigradul exterior se noteazd prin deg *(v) sau
g* (v), iar semigradul interior — prin deg ~(v) sau g~ (v). Observam ca
deg *(v) si deg ~(v) reprezintd respectiv numdrul succesorilor si al
predecesorilor varfului v. Gradul unui varf v al grafului orientat se
formeaza din semigradul exterior si semigradul interior si se defineste
astfel: deg(v) = deg *(v) + deg ~(v). De exemplu, pentru graful din
Figura 11.1.1, deg ~(v3) = 3 sideg *(vs) = 2.

Propozitia 11.1.1. Pentru un graf orientat G = (V, E), este adevarata

relatia.
z deg *(v) = z deg ~ ().

veV VeV

Propozitia 11.1.1 se demonstreaza in mod analog cu Teorema 1.1.1.

Definitia 11.1.1. /nrr-un graf orientat G = (V, E) o succesiune de vérfuri
L = (v1,Vp, ..., Vgs1) se numeste lang orientat, daca (v;, vi41) € E pentru
i = 1, k. Numdrul k este lungimea lantului orientat L.

In mod analog se defineste si ciclul orientat al unui graf orientat si
lungimea acestui ciclu. Lantul (ciclul) orientat se numeste elementar, daca
toate varfurile sale sunt distincte.

Fie u si v doua varfuri ale grafului orientat G = v, E )- Se spune ca
varful u este accesibil din v, daca exista un lant orientat de la varful v la

varful u. Fie S 0 submultime de varfuri a grafului orientat G. Notam prin

A(S) multimea tuturor arcelor (u,v) € E pentru careu € S si v € V\S,
unde S c V.

Teorema 11.1.1. Fie u si v doua varfuri ale grafului orientat G = (v, E)

Atunci u este accesibil din v in G daca si numai daca A(S) # @ pentru
orice submultime S C V care contine v §i nu contine .

Demonstratie. Mai intdi, sa presupunem ca u este accesibil din v, adica
exista un lant orientat L de la v la u. Sa consideram o submultime S c V
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care contine v si nu contine u. Fie x este ultimul varf al lui L care apartine
multimii S si fie y succesorul varfului x in L. Atunci (x,y) € A(S), de
unde rezulta ca A(S) # 0.

Acum sa presupunem ca u nu este accesibil din v si fie S este multimea
tuturor varfurilor accesibile din v. Atunciv € S siu ¢ S. In plus, deoarece
niciun varf din V\S nu este accesibil din v, obtinem A(S) = @. O

11.2. Cicluri euleriene si hamiltoniene in grafuri orientate

Definitia 11.2.1. Ciclul orientat care parcurge exact o singura data fiecare
arc al grafului orientat se numeste eulerian.

Teorema 11.2.1. Graful orientat conex G = v, E) contine un ciclu
eulerian daca si numai daca deg* (v) = deg™(v) pentru orice v € V.

Demonstratie. Presupunem ca in G = (v, E ) existd un ciclu eulerian C. In
parcurgerea ciclului C, de fiecare data cand se intdlneste un varf v, trecem
de-a lungul unui arc care are extremitatea finala in v si apoi de-a lungul
altui arc care are extremitatea initiald in v. Acest lucru se indeplineste

pentru toate varfurile grafului G. In consecinta, are loc egalitatea
deg*(v) = deg~(v) pentru orice varf v € V.

Acum presupunem ca deg™ (v) = deg™ (v) pentru orice v € V. Putem
construi un ciclu eulerian folosind metoda similara cu cea din demonstratia
Teoremei 7.1.1 O

Definitia 11.2.2. Ciclul orientat care parcurge exact o singura datda fiecare
varf al grafului orientat se numeste hamiltonian.

Fie G = (V,E) un graf orientat. Sd notdm prin 6*(G) semigradul
exterior minim al varfurilor grafului, iar prin 6 (G) semigradul interior
minim al varfurilor grafului G. Adica,

§*(6) = min{deg*(v)} 5 6~(G) = min{deg™(v)}.

Lema 11.2.1. Orice graf orientat G = (V, E), pentru care are loc relatia

max{§*(G),8~(G)} = k = 2, confine un lany orientat elementar de lun-
gime cel putin k si un ciclu orientat elementar de lungime cel putin k + 1.

Lema 11.2.1 se demonstreaza asemanator Teoremei 1.1.2.
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Urmatoarea teorema oferd conditia suficientd de existentd a ciclului
hamiltonian intr-un graf orientat.

Teorema 11.2.2. Fie G = (V, E) un graf orientat de ordinul n pentru care
min{é"*((?), 6_(5)} > % Atunci G contine un ciclu hamiltonian.
Demonstratie. Fie C = (vq,v,, ..., Uy, V1) UN ciclu elementar orientat de
lungime maxima in G. Atunci conform Lemei 11.2.1, avem m > g +1.
Presupunem ca ciclul C nu este hamiltonian si sd consideram graful

orientat H = G — V(C).FieL = (uq, uy, ..., ux) un lant elementar orientat
de lungime maxima in H (Figura 11.2.1). Atunci

n
m+k<n i kSE—l. (11.1)

Figura1l1.2.1

Sa notam prin S multimea varfurilor predecesoare ale lui u; in C si
prin T multimea varfurilor succesoare ale lui u; in C. Din maximalitatea
lantului L rezultd cd toate varfurile succesoare ale varfului u, si toate
varfurile predecesoare ale lui u; apartin multimii V(C) U V (L), de unde se
obtin relatiile:

n n
> < degg(uk) <k-1+]|T|, 3 <degz(u) <k-1+IS| (11.2)

Combinand relatiile (11.1) si (11.2), avem |S| = 2 si [T| = 2.
Maximalitatea ciclului C garanteaza ca distanta de-a lungul lui C de la
s € S lat € T trebuie si fie mai mare ca k. In caz contrar, deplasarea de-a
lungul lantului L in locul ciclului C de la s la t genereaza un ciclu de
lungime mai mare decat C. Astfel, putem presupune ca fiecare varf al
multimii S este urmat pe C de cel putin k varfuri care nu apartin lui T. Daca
distanta dintre varfurile succesive ale multimii S de-a lungul lui C nu este
mai mare decat k, atunci in C nu pot exista varfuri care ar apartine lui T.
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Deoarece S # @ si T # @, putem presupune astfel ca existd un varfal lui S
urmat pe C de cel putin k varfuri care nu apartin lui S. Dintre acestea,
primele k varfuri nu pot apartine multimii 7. Prin urmare, cel putin
|S| — 1 + k varfuri ale ciclului C nu fac parte din T. Avand in vedere relatia
(11.2), obtinem |V(C\T| = g Combinand aceasta cu |T| = g —-k+1,
care rezultd din (11.2), avem |V(C)| = m = n — k + 1. Aceasta vine in
contradictie cu (11.1). Contradictia obtinuta implica faptul ca ciclul
orientat C este hamiltonian O

11.3. Grafuri turneu

Definitia 11.3.1. Graful obtinut ca rezultat al orientarii muchiilor grafului
complet se numeste turneu.

Fie G = (V,E) un graf orientat. Sd notdm prin A*(G) semigradul
exterior maxim al varfurilor grafului G. Adicd, A*(G) = meag{deg‘“(v)}.
v

Teorema 11.3.1. Daca v este un varf al grafului turneu G = (v, E) pentru
care deg*(v) = AY(G), atunci pentru orice varf u € V, existd un lant
orientat de la v la u de lungime cel mult doi.

Demonstratie. Fie S = {vq, vy, ..., U } este multimea varfurilor succesoare
ale varfului v si deg™ (v) = k. DacaV = S U {v} atunci afirmatia teoremei
este evidenta. Presupunem ca deg™(v) =1 > 0. Fie P = {wy, wy, ..., w;}
este multimea varfurilor predecesoare ale lui v. Vom arata ca exista un lant
orientat de lungime doi de la v la w; pentru orice i, 1 < i < [. Daci exista
un arc (v;,w;) pentru un oarecare j, 1 < j < k, atunci cu siguranta exista
un lant orientat potrivit. Altfel, w; este predecesorul tuturor varfurilor din
S U {v}sideg®(w;) = deg*(v) + 1, ceea ce vine in contradictie cu faptul
ca deg® (v) = A*(G). O
Teorema 11.3.2. Orice graf turneu contine un lant hamiltonian.

Demonstratie. Vom demonstra teorema prin inductie dupd numarul de
varfuri n. Afirmatia teoremei este triviala pentru orice graf turneu cu
n = 2 sau 3 varfuri. Presupunem ca n > 4 si orice graf turneu cu numarul
de varfuri mai mic decat n contine un lant hamiltonian. Fie v un varf al
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grafului turneu G = (V, E). Atunci G — v la fel este un graf turneu cu
n — 1 véarfuri. Conform presupunerii inductive, G—v contine un lant
hamiltonian. Fie L = (v4, Vs, ..., Vp—4) un lant hamiltonian al lui G — v.
Daca existd un arc (v, v;) sau (v,_1,v) in G , atunci lantul hamiltonian al
grafului G se obtine prin addugarea arcului (v, ;) la inceputul lantului L
sau prin addugarea arcului (v,,_, ) la sfarsitul lui L. Presupunem ca in G
nu exista arce (v, v;) si (v,_1,v). Din constructia grafului turneu, rezulta
cd existd un varf u # v,_, pentru care (u,v) € E. Fie ca u este ultimul
astfel de varf al lantului L incepand cu v si fie w este varful care urmeaza
dupd u in L. Atunci in G existd doud arce (u,v) si (v,w). Prin urmare,
lantul hamiltonian al lui G se obtine prin inlocuirea arcului (u, w) cu lantul

(u, v,w) asa cum este ilustrat in Figura 11.3.1. o
v
v, Uy u w Vp_q
Figura11.3.1

Definitia 11.3.2. Graful orientat G = (V, E) se numeste tare conex, dacd

pentru fiecare pereche de varfuri u si v din V, u este accesibil din v si v
este accesibil din u.

Definitia 11.3.3. Graful orientat G = (V,E) se numeste slab conex sau
simplu conex, daca inlocuindu-i toate arcele cu muchii, transformdndu-|
astfel intr-un graf neorientat, graful neorientat astfel obtinut este conex.

Teorema 11.3.3. Orice varf al grafului turneu tare conex G = v, E ) de
ordinul n > 3 apartine unui triunghi orientat (ciclu orientat de lungime
trei).

Demonstratie. Fie v un varf al grafului G. Fie P este multimea varfurilor
predecesoare ale varfului v si S multimea varfurilor succesoare ale lui v.

Dat fiind ci G este tare conex, multimile P si S nu sunt vide si exista un
lant orientat de la v la u pentru orice u € P. Un astfel de lant contine un

arc (w,u) pentru oarecare varfuri w € S si u € P, fiindca graful G este
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turneu si P U S U {v} = V. Asadar, v apartine ciclului orientat de lungime
trei (v, w,u,v). o

Teorema 11.3.4. Graful turneu G = v, E) este tare conex dacd si numai
daca contine un ciclu hamiltonian.

Demonstratie. Daca G contine un ciclu hamiltonian, atunci este clar cd G
este tare conex, deoarece pentru orice doua varfuri u si v din G exista un

lant care le leaga si reprezintd o portiune a ciclului hamiltonian a lui G.

Figura 13.3.2

Fie ca G este tare conex si C este un ciclu orientat elementar de

lungime maxima din G, iar v este un varf din G care nu apartine lui C.
Asadar, ciclul € nu este hamiltonian. Daca C contine doua varfuri
consecutive u si w, astfel incat (u,v), (v,w) € E, atunci in G existi un
ciclu de lungime mai mare decat C pe multimea de varfuri V(C) U {v}
(Figura 13.3.2). Ca urmare, toate arcele dintre v si varfurile lui C sunt
orientate in aceeasi directie (de la v la C sau invers). Si aceasta este valabil
pentru toate varfurile v € V(C). Fie S’ este multimea varfurilor v & V(C)
pentru care arcele sunt orientate de la v la C si fie S" este multimea
varfurilor v & V(C) pentru care arcele sunt orientate de la C la v (Figura

13.3.3). Dacd una din multimile S’ si S”" este vida, atunci graful G nu este
tare conex. De exemplu, dacd S" = @, atunci niciun varf din multimea S’
nu este accesibil din varfurile ciclului C.

o T

—_— e —

T o
Figura 13.3.3

Asadar, ambele multimi S’ si S” nu sunt vide. In G nu exista arce orientate
de laun varfu € S" laun varf v € S', deoarece daca ar exista un astfel de
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arc, atunci am putea extinde C prin inlocuirea oricarui arc (x,y) din C cu
lantul (x, u, v, y). Aceasta, la rindul sau, inseamna ca nu exista nici un lant
orientat de la varfurile multimii §’" la varfurile multimii S’, asa ca din nou

G nu este tare conex. Rezulti ci C este un ciclu hamiltonian. O

11.4. Grafuri aciclice

Definitia 11.4.1. Graful orientat care nu contine cicluri orientate se
numeste aciclic.

Un varf v al grafului orientat G se numeste sursa, daca deg™(v) = 0.
Analog, dacd deg™ (v) = 0, atunci varful v se numeste drena.

Teorema 11.4.1. Orice graf orientat aciclic contine cel putin o sursd si 0
drena.

Demonstratie. Fie G un graf orientat aciclic. Dacad G contine un varf izolat,
atunci afirmatia teoremei este evidenta. Presupunem ca graful G nu contine
varfuri drena. Selectam un varf arbitrar v, al lui G. Din faptul ca v, nu este
varful drend rezultd cd N* (vy) # @ si, prin urmare, putem selecta un varf
v; € N*(vp). In mod similar, selectim varful v, € N*(v,) si tot asa mai
departe. Deoarece G are un numar finit de varfuri, consecutivitatea de
varfuri (vo, vy, vy, ...) contine repetitii. Fie v; este prima repetitie, adica
v; = v; pentru un oarecare i < j si nici un varf vy, k < j, nu are aceasta
proprietate. Atunci (vi, Vig1, s V) vi) formeaza un ciclu in G. Am obtinut
contradictie. In mod analog, considerand cazul, cAnd G nu contine varfuri
sursa, la fel se obtine contradictie. m

Fie G = (V, E) un graf orientat aciclic cu n varfuri. Operatia de sortare
topologicd a grafului G constd in etichetarea varfurilor din V cu o functie

injectiva f:V - {1,2,...,n}, astfel incat f(u) < f(v) pentru orice arc
(u,v) € E.

Teorema 11.4.2. Graful orientat G poate fi sortat topologic daca si numai
dacd G este aciclic.

Demonstratie. Daca G contine cicluri orientate, atunci este limpede ca G
nu poate fi sortat topologic.
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Daci G este aciclic, atunci etichetarea varfurilor se realizeaza in felul
urmator:
1. Selectim un vArf dreni v. Conform Teoremei 11.4.1, in G existi
un astfel de varf. Setam f (v) « n, G <G —v sinen—1.

2. Daci in G a ramas doar un singur varf v, atunci f(v) «< 1. In caz
contrar, revenim la pasul 1.

Teorema este demonstrata O

11.5. Probleme si sarcini

Determinati numarul grafurilor orientate antisimetrice si fara bucle.
Demonstrati ca intr-un graf orientat G = (V,E) suma
Yvevldeg® (v) — deg™ (v)| este un numar par.

3. Fie G = (V, E) un graf orientat cu proprietatea ca deg®(v) =
deg™(v) pentru orice v € V. Aratati ca pentru orice submultime
AcV are loc relatia |wt(4)| = |lw~(4)], unde w*(A) este
multimea arcelor cu extremitatea initiala in A, iar w~(A4) este
multimea arcelor cu extremitatea finala in A.

4. Ardtati ca un graf orientat G = (V,E), in care deg* (v) = 1 pentru
orice v € V, contine un ciclu orientat.

5. Fie G un graf orientat care nu contine cicluri orientate. Aratati ca in
G existd un varf al cirui semigrad interior este 0.

6. Verificati afirmatia: daca orice varf al grafului turneu G apartine

unui ciclu, atunci G este tare conex.
7. Fie u si v doua varfuri distincte ale unui graf turneu pentru care sunt

definite distantele pe lanturile orientate d (u,v)si d (v,u). Aratati ca
a(u, V) # cz(v, u).
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12. Hipergrafuri

12.1. Hipergrafuri. Reprezentarea hipergrafurilor
Fie V ={v,,v,,..,v,} o multime finitd si E = {eq,e,,...,n} O
familie de submultimi nevide, nu neaparat distincte, ale lui V.

Definitia 12.1.1. Perechea H = (V, E) se numeste hipergraf cu multimea
de varfuri V si multimea de muchii E.

€;
€4

€3

Figura 12.1.1. Hipergraful H

Muchiile e; = e; se numesc muchii multiple. Ca si in cazul grafurilor,
numarul n = |V| de varfuri in H se numeste ordin al hipergrafului. Daca
varful v € V apartine unei muchii e € E, atunci se spune ca varful v este
incident muchiei e si viceversa. Varful hipergrafului care nu este incident
cu nici o muchie se numeste izolat. Fie E(v) este multimea muchiilor
hipergrafului H incidente cu varful v € V. Numarul |E(v)| se numeste

126



grad al varfului v. Numarul |e| de varfuri ale hipergrafului incidente cu
muchia e se numeste grad al muchiei e. Evident, gradul fiecarei muchii e
a hipergrafului satisface inegalitatea |e| = 1. Doua varfuri u si v ale
hipergrafului H se numesc adiacente, daca existd o muchie e a lui H,
astfel incat u € e si v € e. Analog, muchiile e; si e; se numesc adiacente
daca e; N ej #* Q.

In Figura 12.1.1 este reprezentat hipergraful H cu multimea de varfuri
V = {vq,v,, ..., V9} si multimea de muchii E = {eq, e, ..., €5}

Daca hipergraful H nu contine muchii multiple si gradul oricarei
muchii e este k, atunci se spune ca hipergraful H este k-uniform. Astfel,
orice graf este un hipergraf 2-uniform. Deci graful este un caz particular al
hipergrafului, iar hipergraful generalizeaza graful.

(%] ﬂ

Figura12.1.2. H*
Rangul hipergrafului H = (V,E) este numarul r(H) = max le], iar
e
numarul s(H) = melgl le| se numeste antirang al hipergrafului. Oricarui
e
hipergraf H = (V,E), cu |V| = nsi |E| = m, fara varfuri izolate, i se poate
pune in corespondentd un hipergraf H* = (V*,E*) cu m varfuri si n
muchii, unde V* = E, iar E* este familia tuturor multimilor E (v), v € V.
Hipergraful H* se numeste dualul lui H. in Figura 12.1.2 este reprezentat

hipergraful dual al hipergrafului H din Figura 12.1.1.
Fie H = (V, E) un hipergraf arbitrar.

Definitia 12.1.2. Graful bipartit K(H) cu multimea de varfuri V U E
si multimea de muchii {(v,e):(v,e) €V XE,v €e} Se numeste
reprezentarea Konig a hipergrafului H.
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In Figura 12.1.3 este data reprezentarea Konig K (H) a hipergrafului
H din Figura 12.1.1. Usor se observa ca graful K(H*) se obtine din graful
K(H) doar prin schimbarea cu locurile a multimilor V si E, iar toate
muchiile se pastreaza. Astfel K(H*) = K(H).

U1

()

V3 -

Uy “
VUs &

Vg €3

vy es | E

Vg €s

Uy €6

Figura12.1.3. K(H)

Majoritatea notiunilor din teoria grafurilor usor se generalizeazi pe
hipergrafuri. Mai jos vom da cateva notiuni de care vom avea nevoie in
continuare.

Definitia 12.1.3. Se numeste lant elementar de lungime k> 1 al
hipergrafului H = (V, E) consecutivitatea (v, e1, V2, €3, ..., Vi, €k, Vik+1)s
care satisface conditiile:

1) vq,vy, ..., Vgyq SUNt vérfuri distincte ale lui H;

2) ey, ey, ..., e, sunt muchii distincte ale lui H;

3) v;,v;4q € e;, pentruorice i = 1,k.
Varfurile vy §i V41 S€ NUMESC extremitditi ale lantului. Dacd v, = Vy41,
atunci lantul se numeste ciclu elementar.

De exemplu, (vq,eq,v3, e4, Vg €3,V7) este un lant elementar de
lungime 3 al hipergraful H din Figura 12.1.1, iar (v,, eq, V3, €4, Vg, €3, Vs,
e,, U,) este un ciclu elementar.

Definitia 12.1.4. Multimea de varfuri S €V a hipergrafului H = (V,E)
se numeste stabila interior, dacd ea nu contine nicio muchie a
hipergrafului H.
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Multimea stabild interior a hipergrafului H de cardinal maxim se
numeste stabild interior maximd, iar numarul de varfuri din aceastad
multime se numeste numadr de stabilitate interna al lui H si se noteaza
prin aq(H).

In hipergraful H ilustrat in Figura 12.1.1 multimea de varfuri
S = {v4,V,, V4, Vs, V7, Vg} este stabild interior maxima, deci ay(H) = 6.

12.2. Colorarea hipergrafurilor

Colorarea varfurilor hipergrafului se defineste la fel ca si in cazul
grafurilor.

Definitia 12.2.1. Colorarea varfurilor hipergrafului H se numeste corectd,
daca orice muchie de gradul cel putin doi a lui H contine doud varfuri de
culori distincte.

Conform definitiei, colorarea corecta o poseda doar hipergrafurile fara
varfuri izolate, in care fiecare muchie are gradul cel putin 2. In continuare,
vor fi considerate doar astfel de hipergrafuri. Numdar cromatic y(H) al
hipergrafului H se numeste cel mai mic numar de culori pentru care H
admite o colorare corecta.

Us

Figura12.2.1

Varfurile v,,v,,v, ale hipergrafului H din Figura 12.2.1 pot fi
colorate cu o culoare, iar varfurile v3, vs cu 0 alta culoare. Astfel se obtine
0 colorare corecta a varfurilor hipergrafului H cu doua culori si, prin
urmare, y(H) = 2.

Teorema 12.2.1. Pentru orice hipergraf H de ordinul n sunt adevarate
inegalitatile:

1) x(Hao(H) 2 n;

2) 2vn < y(H)+ao(H) <n + 1.

129



Demonstratie. Analizam divizarea multimii de varfuri a lui H in
k = y(H) multimi stabile interior Sy, S,, ..., Sx. Atunci

k
n= Y I5il < kao(H) = x(H)ao(H)
De aici, tinand cont de lijllegalitatea mediilor, obtinem
w > x(@ao(H) = x(H)+ao(H) = 2Vn.
Fie S este multimea stabila interior maxima din H. Coloram toate

varfurile din S cu aceeasi culoare, iar pentru colorarea varfurilor multimii
V\S putem utilizan — |S| = n — ay(H) culori. Prin urmare, avem

x(H) <n—ay(H) +1= y(H)+ay(H) <n+ 1.
Teorema este demonstrata. O

Teorema 12.2.2. Pentru orice doud numere naturale k > 1 si h = 2,
exista un hipergraf H = (V,E) astfel incat y(H) = k si pentru orice
muchie e € E are loc relatia |e| = h.

Demonstratie. In calitate de hipergraf care satisface conditiile teoremei
poate fi luat hipergraful h-uniform H construit in conformitate cu
urmatoarea regula: V = {vy,v,,...,v,}, unde n>k(h—1) si E este
familia tuturor submultimilor posibile ale Iui V de cardinalul h. Dat fiind
faptul cd ag(H) < h — 1, in baza relatiei 1) din Teorema 12.2.1 avem

x(H) = % = y(H) > k.

Teorema este demonstrata. O

Hipergraful H = (V,E) se numeste conex, daca pentru oricare doua
varfuri u si v din V exista un lant elementar in H cu extremitatile in u si v.

Teorema 12.2.3. Daca hipergraful conex H nu contine cicluri de lungime
impard, atunci H poate fi colorat corect cu doua culori.

Demonstratie. Vom colora un varf arbitrar v al hipergrafului H cu culoarea
rosie. Celelalte varfuri u ale lui H se coloreaza cu culoare rosie, daca
lungimea celui mai scurt lant care uneste varfurile v si u este pard, sau se
coloreaza cu culoarea albastrd in caz contrar. Evident, daca hipergraful H
nu poate fi colorat cu doua culori, atunci se vor gasi doua varfuri adiacente
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x si y colorate cu aceeasi culoare, iar in acest caz H contine un ciclu de
lungime impara. O

12.3. Probleme si sarcini

1. Identificati un lant elementar de lungime 4 al hipergrafului H din
Figura 12.3.1 si determinati rangul r(H) si antirangul s(H)
lui H.

2. Desenati hipergraful dual H* si reprezentarea Konig K(H) a
hipergrafului H din Figura 12.3.1.

3. Identificati multimea stabila interior maxima a hipergrafului H din
Figura 12.3.1.

4. Colorati corect varfurile hipergrafului din Figura 12.3.1 cu y(H)
culori.

€2
/] €5
(¥
€ €3
Figura 12.3.1
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