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INTRODUCERE ȘI FORMULAREA PROBLEMEI

Fie conturul închis și neted pe porțiuni  mărginește domeniul simplu conex 
, iar punctul . Fie  funcția Riemann ce realizează trans-

formarea conformă a exteriorului  al cercului unitate  pe 
exteriorul  al lui  astfel încât . Funcția  aplică cercul 

 pe conturul . În continuare, vom considera că punctele conturului  sunt definite 
prin intermediul funcției date . 

Fie  o funcție continuă sau continuă pe porțiuni pe , iar în acest sens 
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vom folosi notația . În cazul în care funcția  este discontinuă pe 
, vom considera că aceasta este continuă la stânga în punctele de discontinuitate. 

Să considerăm ecuația integrală Fredholm de speța doi definită pe conturul . 

Funcția nucleu este continuă în ambele variabile, , membrul drept 
, iar constanta  satisface condiția suficientă pentru ca ecuația (1) să 

admită o singură soluție . 
În condițiile în care membrul drept  este definit numeric pe mulțimea de puncte 

 ale conturului , se pune problema de a elabora un algoritm numeric de calcul al 
unui șir de aproximații  ale soluției , care să conveargă aproape uniform către  pe 

, atunci când . Aceasta înseamnă că șirul de aproximații va converge uniform în 
toate punctele conturului , cu excepția punctelor de discontinuitate, în care convergența 
este punctuală.

Anumite rezultate numerice indică faptul că efectul oscilatoriu al aproximațiilor 
polinomiale în vecinătatea punctelor de discontinuitate este diminuat progresiv, con-
ducând la convergență punctuală chiar și în apropierea acestor puncte, în cazul în care 
aproximația funcției ϕ  este realizată ca o combinație liniară de funcții B-spline [1]. 
Totuși, se impune construirea unei aproximații continue pe porțiuni pentru soluția 
ecuației (1).

Fie  mulțimea de puncte distincte ale conturului Γ  în care sunt cunoscu-
te valorile funcției . Vom considera că punctele  sunt generate în baza 
relației 

Vom nota prin  mulțimea de puncte ale conturului , situate 
între punctele  și . La fel, pentru funcția  vom considera date punctele de dis-
continuitate  și valorile funcției  în aceste puncte. În lucrarea 
[2] au fost elaborați algoritmi de localizare a punctelor de discontinuitate a funcției 
, în baza valorilor acesteia în puncte de pe conturul . 

SCHEMA DE CALCUL A SOLUȚIEI APROXIMATIVE A ECUAȚIEI 
INTEGRALE

Algoritmul de aproximare a soluției  a ecuației (1), pe care îl propunem, are la 
bază conceptul de funcții B-spline de ordinul , definite în punctele  ale conturu-
lui , în baza formulei recursive
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unde , iar mulțimea de noduri  

satisface condițiile ,  

(a se vedea [1]). Pentru  fixat funcțiile B-spline (2) admit reprezentare explicită 
[1]. 

În raport cu punctele de discontinuitate , definim funcția treaptă 
Heaviside  pe conturul :

Ținând cont că soluția ϕ  a ecuației (1) admite discontinuități de speța întâi pe con-
turul , iar combinația liniară de funcții B-spline generează o curbă continuă, vom căuta 
aproximația soluției ϕ  a ecuației (1) sub forma

în care coeficienții  și  se determină, im-
punând condițiile de interpolare

unde , iar în calitate de puncte de interpolare  se aleg 
următoarele elemente ale mulțimii de noduri ale B-spline-ului:

 primele  puncte  sunt punctele ;
 restul  puncte  sunt punctele de discontinuitate 

 ale funcției .
Dacă printre punctele  sunt puncte de discontinuitate  

a lui  pe , atunci în loc de acestea se consideră punctele , unde 
 este o valoare mică, de exemplu, . Funcția fiind continuă la stânga, pentru 
 suficient de mic, se poate considera că valoarea funcției  în punctul  coincide cu 

valoarea acesteia în punctul .
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unde , pu-
tem scrie condițiile de interpolare (4) sub forma

sau în formă matriceală , unde 

Dacă pentru  se consideră , iar pentru  și 
 se consideră , atunci elementele matricei  pot fi cal-

culate astfel:

				     ,				    (6)

unde proprietățile matricei au fost examinate în lucrarea [1], iar elementele matricei 

au fost examinate în lucrarea [1], iar elementele matricei

pot fi determinate în modul următor:

Pentru elementele , au loc relațiile:
4 
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La fel, se știe soluția exactă  a problemei test considerate:

care are două puncte de discontinuitate, aceleași ca și membrul drept  (a se vedea Figura 1 
și Figura 2). Algoritmul de aproximare a soluției ecuației (1) preia ca date inițiale valorile  
ale funcției  în punctele . Se 
determină coeficienții aproximării soluției ecuației (1) sub forma unei combinații liniare de 
forma (3), în care se consideră funcții B-spline de ordinul , iar numărul de puncte în 
care este dată valoarea funcției  pe  este . Astfel, se determină soluția sistemului 
de ecuații , unde 
, , iar matricea  este de forma (6). Integralele  și  ce 
definesc matricea , sunt aproximate conform formulei generalizate a trapezelor (7), în 
care parametrul . 

În Figura 3 și Figura 4 este prezentată eroarea aproximării soluției  prin , 
pentru valori  și . Se vede că maximul erorii descrește semnificativ 
pentru .

Figura 3. Eroarea aproximării pentru Figura 4. Eroarea aproximării pentru 

CONCLUZIE

În această lucrare este prezentată o metodă numerică eficientă pentru rezolva-
rea ecuațiilor integrale Fredholm cu termenul din partea dreaptă o funcție continuă pe 
porțiuni, definită pe un contur închis, neted pe porțiuni din planul complex. Metoda 
construiește un șir de aproximații care converge aproape uniform către soluția exactă a 
ecuației integrale.
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