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Summary. In this paper, we propose a numerical method for approximating solutions to
linear Fredholm integral equations of the second kind, defined on a closed contour in the complex
plane. The right-hand side is a piecewise continuous function given numerically at a finite set of
points on the contour. The approximation is constructed using a linear combination of B-spline
Sfunctions and Heaviside step functions defined on the same domain. We analyze both the theore-
tical and practical aspects of the method s pointwise convergence, with particular attention to its
behavior near discontinuity points.
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INTRODUCERE ST FORMULAREA PROBLEMEI

Fie conturul inchis si neted pe portiuni I" margineste domeniul simplu conex
0% c C,iarpunctul z = 0 € Q7. Fie z = y(w) functia Riemann ce realizeaza trans-
formarea conforma a exteriorului D~ al cercului unitate Iy: = {w € C:|w| = 1} pe
exteriorul 27 al lui I' astfel incat 1 (c0) = o0,1p'(00) > 0. Functia 1 (w) aplica cercul
Iy pe conturul I'. Tn continuare, vom considera ci punctele conturului I" sunt definite
prin intermediul functiei date 1 (w).

Fie f:I" = C o functie continua sau continud pe portiuni pe I, iar in acest sens

774



STIINTE EXACTE SI ALE NATURII
Matematica si Informaticd

vom folosi notatia f € PC (I'). In cazul in care functia f € PC(I") este discontinui pe
I’, vom considera ca aceasta este continud la stdnga in punctele de discontinuitate.
Sé consideram ecuatia integrala Fredholm de speta doi definitd pe conturul I".

e(t)—2[. Kt s)p(s)ds=f(t),ter, (1)

Functia nucleu este continud in ambele variabile, K € C(I"' X I'), membrul drept
f € PC(I'), iar constanta A € C satisface conditia suficientd pentru ca ecuatia (1) sa
admitd o singurd solutie ¢ € PC(I").

In conditiile in care membrul drept f este definit numeric pe multimea de puncte
{tj} ale conturului I', se pune problema de a elabora un algoritm numeric de calcul al
unui sir de aproximatii ¢,, ale solutiei ¢, care sd convearga aproape uniform catre ¢ pe
I’, atunci cand n — ©0. Aceasta Inseamna cé sirul de aproximatii va converge uniform in
toate punctele conturului I, cu exceptia punctelor de discontinuitate, in care convergenta
este punctuala.

Anumite rezultate numerice indica faptul ca efectul oscilatoriu al aproximatiilor
polinomiale in vecinatatea punctelor de discontinuitate este diminuat progresiv, con-
ducéand la convergenta punctuald chiar si in apropierea acestor puncte, in cazul in care
aproximatia functiei ¢ este realizatd ca o combinatie liniard de functii B-spline [1].
Totusi, se impune construirea unei aproximatii continue pe portiuni pentru solutia
ecuatiei (1).

Fie {t } i multimea de puncte distincte ale conturului ' in care sunt cunoscu-
te valorile functlel f € PC(I'). Vom considera cd punctele t; sunt generate in baza
relatiei

t; = p(w;),w, = %, 8, =%B_l},j =1,...,np.

Vom nota prin [j:= arc[ +1] multimea de puncte ale conturului I', situate
intre punctele t; si t;, ;. La fel, pentru functia f (t) vom considera date punctele de dis-
continuitate t&,r = 1,..., My,q si valorile functiei f (t2) in aceste puncte. in lucrarea
[2] au fost elaborati algoritmi de localizare a punctelor de discontinuitate a functiei f (t)
, In baza valorilor acesteia 1n puncte de pe conturul /.

SCHEMA DE CALCUL A SOLUTIEI APROXIMATIVE A ECUATIEI
INTEGRALE

Algoritmul de aproximare a solutiei ¢ a ecuatiei (1), pe care il propunem, are la
baza conceptul de functii B-spline de ordinul m = 2, definite in punctele ¢; ale conturu-
lui I', In baza formulei recursive
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t—¢F Bt
— ] j+m
mj( ) _(tﬁ_ t)‘,g By, - 1j(t)+—t}BBm 1,}+1(t)) =1,...,np, (2)
+
unde B, ;(t) = { . daca t € arct; ,tj+1) 0, iar multimea de noduri {tB}nB "
satisface conditiile th = j,j =1,.. nB>tEB+1 t1:tn3+2 =t5,.. tEB+m =tB

(a se vedea [1]). Pentru m = 2 fixat functiile B-spline (2) admit reprezentare explicita
[1].

in raport cu punctele de discontinuitate tZ,r = 1, .. 1,4, definim functia treapta
Heaviside H pe conturul I

H(t —t!):={0,dacit € [ U...UI_; Uarct?,t/) 1,dacit € arct!,tl ) UBg, U...UT,

I = arctd, ti ] tf € L.

Tinand cont ca solutia ¢ a ecuatiei (1) admite discontinuitati de speta intai pe con-
turul I, iar combinatia liniara de functii B-spline genereaza o curba continua, vom cauta
aproximatia solutiei ¢ a ecuatiei (1) sub forma

n
(prilg (t): = ;cli]_ akBm,k (t) + Zrﬁ ﬂrH(t - tg)a (3)
in care coeficientiiay, € Z,k = 1,...,ng5i B, € C,7 = 1,..., Ny,4 se determina, im-
punand conditiile de interpolare
P () <AL K)ol (s = F(E)T = Lwom, (4

unde n: = ng + N4, iar in calitate de puncte de interpolare tjc,j =1,...,n sec aleg

urmatoarele elemente ale multimii de noduri ale B-spline-ului:

* primele ny puncte tjc,j = 1,...,np sunt punctele t =t,j=1,...,ng;

*  restul nyg puncte tjC, j=ng+1,...,n sunt punctele de discontinuitate
tf,r =1,. o Mg ale functiei f.

Dacéprintrepuncteletjc, j=1,....,np suntpunctedediscontinuitatet,-d =Y (eigfl )

. C A . . > i(6%—¢
alui f pe I', atunci in loc de acestea se considera punctele tjd =y (e ( I 2)), unde
&, este o valoare mica, de exemplu, £, = 0.01. Functia fiind continua la stanga, pentru
&, suficient de mic, se poate considera ca valoarea functiei f in punctul tj-d coincide cu

N d
valoarea acesteia in punctul ¢;".

Tinand cont de reprezentarea
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[EECOTROTIES IR CD Z akBm,k(sH; Bl (s — 1) | ds =

n
=% @O+ XE B,

unde [,"(£): = [ K(t,$)By(s)ds, I2(t):= [ K(t,s)H(s — t])ds, pu-
tem scrie conditiile de interpolare (4) sub forma

W (B () = A () e + 20 (H(EE - 68 = ME(ED)) B = () j = 1

sau in forma matriceald BX = f, unde
— n . — C 1m C ] — —
B —_ {mj’k}j,k=1,mj’k.—Bm,k(tj)_/‘tfk (tj ),] —_ 1,...,n,k— 1,...,’."13,

jk—H(t —td) - /'Uz(tc)j—l Smk=ng+1,...,n

£ = (@1, g Brreo Brga) = (D, ED)

Daca pentru m = 2 se considera t tJBH,j =1,...,ng, iar pentru m = 3 si
m = 4 se considera tjc +2, J =1,...,np, atunci elementele matricei B pot fi cal-
culate astfel:
B = B, — AB,, (6)
unde proprietatile matricei au fost examinate in lucrarea [1], iar elementele matricei
B, =
(Buna(66) By () H(eE = ¢0) = H (66 =3 ) 148578 By (69) =+ By (6) H(ES —

(s 14,))

au fost examinate in lucrarea [1], iar elementele matricei

B, = (I%'m(tf) Ilm(t ) I2(tC) - (tf) .....

L) o It () ff(t;ii) Iﬁpd(tﬁ))
pot fi determinate Tnh modul urmator:

Pentru elementele I;’m(tf),j =1,....,n,k =1,...,np, au loc relatiile:
I;'m(tjc) = fp K(t‘C-S)Bm,k(s)ds = farc[tg,thrm] K(tg.S)ijk(s)ds =
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(r) _ Oictr
re1 fa"c[tfw—rt}?w] K(tj ,S)p " (s)ds = Bt fglé{:r—l g}”k(g)dg

unde g} 1=K (tjc,gb(ew)) p‘,(:) (w(efe))w'(eie)iele iar p, }(S) sunt ramurile

functiei B-spline B, x(s) de ordinul corespunzitor mm. De exemplu, pentru m = 4

avem:
€)) a(s-cf)’ @Dy —
s) = s)=4(, +L,),
P ) = G R Dy e ) = Mt k)
unde
e gty () oty )
titra—t \((Rra=R) (tRsa—t8 ) (tRsa—ths1)  (tFya—t)(tRea—thes) (thRea—thes) )
(thya—s)(s— tk+1) (3)
I,:= , s)=4(l; +1
2 (thra—te )t rathed)(thea—thes ) (thea—thts) P () (U5 +);
unde
. (tFiy=s)(5=tf)
3 (tk+4 tk)(tk+3 )(tk+3 tk+1)(t§+3_tl§+2)’
[:= thps—S ( (s=tFy 1 )(thys=s) (s=thyo)(tiors—s) )
4 t3§+4_tf (tf+4_tf§+1)(t1§+s_t3§+1)(tf§+3_t§+2) (t1€+4_t3§+1)(tf§+4_t.f?+z)(tf§+3_t1§+2) ’
3
p(4)(s) _ 4(tfy4—s)
k (R st ) (R ra—thss )t a—thas ) (thpa—tEra)
BB
Integralele ] 5 ot 97 x(8)d8 se vor aproxima conform formulei generalizate a
e+

trapezelor, care este Valabilé si pentru functii cu valori complexe:
7] — ,
L= fy7 g(6)d6 ~ Iy:=h (0.5 (g6 + g(6))) + T 9B+ 1)),

. = (0r=0m) (7
N

Pentru valori N — oo in lucrarea [3] este ardtat ca [y — [ cu viteza unei progresii
geometrice.
Pentru elementele 13 (tf),j =1,....n,r=1,..., My, q, au loc relatiile:

21

IFef) = S K(tf,s)H(s — tf)ds = farc[zf,w(n] K(tf,s)ds= | 9“‘- q;(0)ae,

unde q;(0): =K (tj'-s,tp(eie)) l,b’(eie)iew. Analog, integralele fgzg q;(6)d8 se
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vor aproxima conform formulei generalizate a trapezelor (7).
De mentionat, ca functiile g}, (6) si q;(8) nu depind de functia f(¢) si, prin
urmare, este posibild evaluarea acestora in orice punct 8 € [0,27] si, respectiv, aproxi-

marea integralelor / ; 'm'(tjc) si I2 (tf).

DESPRE CONVERGENTA ALGORITMULUI SI UN EXEMPLU NUMERIC

Dupa ce se determind solutia ay, k = 1,...,ng, B = 1,..., Npq a sistemului
(5), construim aproximatia (3) a functiei ¢ (t) si calculam valorile acesteia in punc-
tele t € I'. In lucrarea [4] a fost argumentati convergenta aproape uniformi a sirului
de aproximatii (pr"fg de forma (3) catre functia aproximata ¢ € PC(I"), atunci cand
np — 0.

Exemplu numeric. Functia Riemann z = 1)(w) ce realizeaza transformarea

conformd a multimii {w € C: |w| > 1} pe domeniul 2~ din exteriorul conturului I"

1 . . .
este p(w) =w+ Gwd Astfel, 1 (w) aplica cercul I} pe astroida I' (a se vedea Fi-
gura 1).
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Figura 1. Conturul si punctele de discontinuitate Figura 2. Graficul solutiei

Pentru testarea algoritmului vom considera in ecuatia integrala (1) functia nucleu

K(t,s) = t% + s2, constanta A = 0.5 si membrul drept £ (t) definit analitic pe I":

f(t) = {2t — Au,daca @ € 0,08 t3 + 2t — Au,daci 0 € 6,08 t3 + 2t — Au,dacia§ =0,

unde 6{' = 0.7m,64 = 2m, iar y:= (0.78148 — 0.081271:)¢% + 0.91818 + 0.025237i

Functia f are n,q =2 puncte de discontinuitate de speta intdi pe I,

td =y (efgf),j —1,2
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La fel, se stie solutia exactd ¢ € PC(I") a problemei test considerate:

@(t) = {2t,dacd 8 € 0,08 t3 + 2t,daca 8 € 8,05 t3 + 2t,dacif = 0,
care are doud puncte de discontinuitate, aceleasi ca simembrul drept f (a se vedea Figura 1
si Figura2). Algoritmul de aproximare a solutiei ecuatiei (1) preia ca date initiale valorile f;
ale functiei f in punctele ¢; = ¢(€i9f) erg = @,ng EN,k=1,...,n5. Se
determina coeficientii aproximarii solutiei ecuatiei (1) suf) formaunei combinatii liniare de
forma (3), in care se considera functii B-spline de ordinul m = 4, iar numérul de puncte in
careestedatavaloareafunctiei f pel"esteny = 320.Astfel,sedetermindsolutiasistemului
de ecuatii BX = f,unde ¥ = (ay,..., a’nB,ﬁl....,ﬁnpd)T.f = (F(¢D), .. ..f(tﬁ))T
, U = Nnp + Nyy, iar matricea B este de forma (6). Integralele Ii’m(tjc) si If (tjc) ce
definesc matricea B, sunt aproximate conform formulei generalizate a trapezelor (7), in
care parametrul N = 200N = 200.

In Figura 3 si Figura 4 este prezentati eroarea aproximdrii solutiei ¢ prin (pr,
pentru valoring = 160 sing = 320. Se vede cd maximul erorii descreste semnificativ

pentru ng = 320.

U.30

0.3 0.03F

0.25 =
£ o2 = 002
= =
g 0.15 z

0.1 < 001

0.05 W

0 0
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
Number of the point t Number of the point t
Figura 3. Eroarea aproximarii pentru Figura 4. Eroarea aproximarii pentru
ng = 160 ng = 320
CONCLUZIE

In aceastd lucrare este prezentati o metodd numerici eficientd pentru rezolva-
rea ecuatiilor integrale Fredholm cu termenul din partea dreapta o functie continua pe
portiuni, definitd pe un contur inchis, neted pe portiuni din planul complex. Metoda
construieste un sir de aproximatii care converge aproape uniform cétre solutia exacta a
ecuatiei integrale.
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