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Orthogonal and parastrophic-ortogonal n-ary quasigroups and methods of their con-
struction are considered in the present work. A construction method of self-orthogonal
2™-ary operations, W¥n = 2, is given which implies that there exist self-orthogonal
2™-ary quasigroups of order q, for any § excepting 1,2,3,6, and for any n. = 2.

Teoria operatiilor ortogonale a aparut in procesul solutionarii cunoscutei ipo-
teze a lui Euler despre inexistenta patratelor latine ortogonale de ordinul 7, unde
n = 2(mod 4), proces finalizat in anii 60 ai secolului 20, fiind construite patrate
latine ortogonale de orice ordin diferit de 1, 2 si 6. Ideile care au stat la baza acestor
constructii au condus la numeroase generalizari ale notiunii de ortogonalitate si au
deschis noi directii de cercetare 1n acest domeniu [2,3]. De asemenea, numeroasele
in combinatoricad, teoria algebrica a codurilor, teoria planificarii experimentelor, s.a.
au pus noi probleme ce vizeazd metodele de constructie a sistemelor ortogonale de
operatii m-are [3-5]. In aceastd directie sunt mai multe probleme deschise, printre
care mentionam problema caracterizarii numarului maximal de patrate latine de ordin
dat intr-un sistem ortogonal si cea a determindrii spectrului quasigrupurilor . —are
autoortogonale finite pentru 1 = 3. [1,3,5] In caz binar se stie ci existd quasigrupuri
autoortogonale de orice ordin g, diferit de 1,2,3,6. [3].

In aceasta lucrare este dati o metoda noua de constructie a operatiilor autoorto-
gonale 2" — are, ¥Wn = 2.

Un grupoid n-ar (@.A4) se numeste quasigrup n-ar dacd in egalita-
tea A(xy,%5, ..,%,) = x,,, flecare n dintre elementele xy,%5, .., X, Xpayq
il determind univoc pe al (n + 1)-lea. Un sistem din n quasigrupuri m —are
Ay, A, .., A, definite pe o multime (}, se numeste ortogonal daca sistemul de ecuatii
{Hi(xlr Kgswes xn:] = ai}izlmn are solutie unica, pentru orice @y, ..., @, € .
Fie (@, A) un quasigrup n — ar (n = 2) si fie ¢ € S,,,;. Numim o- parastrof al

operatiei A operatia A4, definita de echivalenta:
Eﬂ[xﬂ':i:"xﬂ':ﬂ’ s X nim) ) = Xgln+1) = A('xl’xﬂ’ J'xn] = Xns1e

Daci o(n+ 1) =n + 1, atunci “A se numeste parastrof principal al operatiei
A. O operatie n —ard 4 se numeste parastrofic ortogonald (autoortogonald), daca
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existd m parastrofi (respectiv parastrofi principali) ortogonali ai ei. Unicii parastrofi
principali ai unui quasigrup binar (@, 4) sunt dati de substitutiile £ si (12), deci sunt

.. , (12 (127 . . n . Cn .
operatiile 4 =i }fl. Parastroful * }fl il vom nota 1n continuare cu 4* si 1l vom numi
conjugata operatiei A. Astfel A*(x,v) = A(v, x), ¥x,v € Q.

In continuare va fi prezentati o metoda generala de constructie a quasigrupurilor

2" — are autoortogonale finite (n = 2). Fie (@, A) un quasigrup binar finit autoor-
togonal. Notam:

Di(x,y) =A(xy), Di(x,y)=A"(xy).

A0 —_—
Definim recursiv operatiile 27-are Dy, , unden = 2, k= 1, 2" in felul urma-
tor:

Di(x1) = A(D{ (x1,%), D] (%3. %)), D5 (x) = A*(D{ (x1,2,), DF (3. x4)),
D3 (x1) = A(D3 (x1,%,), D3 (x5. x,)), DI (x5) = A*(D7 (x4, %5), DI (3. x4)),
s.a.m.d. In caz general avem:
- 47 gll=1 ol gf=1 ol
Di 4 (xf)=4 ( (i ). D} [xz"‘"-+1))’

DZ (") = 4" (D2 (7). DF 7 (), =T

ATl [
Lema. D , unde n = 2, k = 2, 2%, sunt parastrofi principali ai quasigrupului
ATl
Dl "
Propozitie. Fie (@, A) un quasigrup binar finit autoortogonal, atunci parastrofii
principali

DI (") = 4 (DF (), DT (x311)
D (") = 4 (D77 (x"). DI (xs1)),
n=2i=12"1si Df =4, D; =A% Vx4, .., x,n € Q, formeaza un sis-

AT
tem ortogonal, deci [Q, Dy ) este autoortogonal.

Demonstratie. Consideram sistemul de quasigrupuri 2™-are Din, unde
S (=l ) A( 2 _[xﬂ _) Dﬂ_ (xﬂ:‘-ﬂ))
D’Ez [xf ) = A {D; [:xﬂ_ ) Dﬂ_ [xﬂ"‘l‘-ﬂ))
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n=2i=12"1si 1 =A Dy=A°,¥xy .., x;n € Q. Ardtdm ca siste-

AT . ) . - ~ o~ :
mul D) este ortogonal. Deoarece @ este multime finita, este suficient sd aratam uni-
citatea solutiei sistemului de ecuatii:

{D": 1[:x = Qg1
D3, (_‘xi = g

(M

Fie ca acest sistem are 2 solutii:

{Dzz 1[3‘:1 )= D"z 165 )
D3 [x ) D3; ( )

Wi = 1,2"1, Atunci au loc egalitatile

A(0F7 )07 (1s0) =4 (0708 )0F " 08,
a0 (0F (™) D ) = (07 057 0F " ),

Vi=1,2""1,

Deoarece sistemul {4, A* } este ortogonal, din ultimul sistem rezulti ci:

N e W
,.'1— gM—1 P ¥ "
[x "‘-+1) D; [}’2“"-+1)’

~Tl=

1 Afl—1
Deoarece sistemul {Dl s ey Donms } este ortogonal, obtinem:

X, = Vi -
{" Tk =1, 271 yg =271 F 12",
.'xs }F

Astfel am obtinut ca solutia sistemului (1) este unica. Deci sistemul de quasigru-

ATl
puri 2™-are D). | este ortogonal. O
Corolar. Exista quasigrupuri 2™-are autoortogonale de ordinul g, pentru orice g
diferit de 1,2,3, 6 si orice 1. = 2.
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