ASUPRA 77 —QUASIGRUPURILOR DE TIPUL 7,
Dina CEBAN
Multimea Q) cu operatia binard (-) se numeste quasigrup daci, pentru
Ya,beQ, ecuatile a-x=>b,y-a=>b au solutie unici in Q. Un
quasigrup cu unitate, adicd un element e din ( care verificd relatiile
e-x=x-e=x, Vxe, se numeste bucld. Un quasigrup (Q,o este
izotopul quasigrupului (Q,-) daci existd un triplet (¢, £, ) de substitutii
ale multimii Q, astfel incat xo ~ x(x)- B(¥)). Un quasigrup
(Q,-) se numeste T — quasigrup ([5]), daci existd un grup abelian (Q,+),
automorfismele lui @,y € Aut(Q,+) si un element g € Q, astfel incat,
pentru orice X, ¥ € O, are loc urmdtoarea egalitate:
x-y=px)+y(y)+g.
Upla ((Q,+),0,,g) se numeste T —forma, iar grupul (Q,+) se
numeste 7" — grupul quasigrupului (Q,-) .
Un 77 —quasigrup este quasigrupul care verificd una din identitatile

minimale din clasificarea Belousov - Bennett [1]. Cateva rezultate generale
despre 77 —quasigrupurile izotope grupurilor sunt publicate in [1-4]. Un

quasigrup (Q, A) se numeste 77 —quasigrup de tipul [a, P, }/], unde
a, B,y €8,, daca verifici identitatea:

A “A(x, " A(x,” A(x, y)) = .

In  lucrarea datd, consideram 7 —quasigrupurile de tipul
T, = [8, &, (1 3)], adica quasigrupurile ce verificd identitatea

x(y(y-x)=y. M

Observim ci 7 —buclele de tipul 7, sunt triviale. Intr-adevir, daca
(Q,) este 0 £ —bucld de tipul 7, cu unitatea e atunci, substituind X =e
in (1), avem: ¥’ =y,Vy € Q. Pe de alti parte, substituind y = e 1in (1),

obtinem x> =e,Vx € Q. Astfel avem: x = x*=e,Vxe O. Deci, (0,)

este o bucla triviala.
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Propozitia 1. Un T — quasigrup (Q,-) cu T —forma ((Q,+),0,v,2),
unde @,y € Aut(Q,+) si g€ Q, este un 7 —quasigrup de tipul T,
daca §i numai daca au loc egalitatile @ = —l//3, l//5 +l//4 =—¢,
v (2)+w(g)+g =0, unde £:0 — 0, &(x) =x, Vx € Q.

Demonstratie.  Fie (O0,) un T —quasigrup cu 7 —forma
(0,4),0,v,g). Atunci
x-y=p(x)+y(y)+g, ®)

Vx,y €. Dacia (Q,-) este un 7 —quasigrup de tipul 7, , atunci el
verifica identitatea (1). Utilizand (2), identitatea (1) ia forma:
2 3 2
P) N +y e+ () +y (@) (@) +g=y, O
Vx,yeQ. Luam x=y =0 1in (3), unde 0 este elementul neutru al
grupului O(+), obtinem:

v () +y(g)+g=0. 4)
Pentru y =0, egalitatea (3) ia forma ¢(x)+y°(x) =0, Vx € Q, adica
=y (5)

Luand x =0 1in (3) obtinem wp(y)+y p(y)=y sau yp+y’p=c.

Substituind (5) in ultima egalitate, avem:

v +yt=—c. (6)
Reciproc, daca au loc egalitatile (4)-(6), atunci
Y=Y+ p(») +p(0) +y () +y (@) +y(g) +g =
=x-(y-(y-x)), Vx,yeQ, deci (0, este un 77 —quasigrup de tipul 7} .

Urmatorul exemplu aratd ¢ clasa de 77 —7T — quasigrupuri de tipul 7,
este nevida.

Exemplu. Quasigrupul (Z,,-), unde
x-y=6x+2y+4,
Vx,y€Q, este un 7 —7T —quasigrup de tipul 7,, cu T —forma
(Z,,+), 0,7, 4), unde p(x)=6x, y(x)=2x,VxeZ,.
Propozitia 2. Orice 77 — T — quasigrup de tipul 7, este medial.
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Intr-adevar, dacd (Q,-) este un 7 —T — quasigrup de tipul T, , atunci
3 . 3
Q=-y ,deci Q- =Y -y =
3
=y (¥)=y-o
Propozitia 3. Fie (Q,*) un m —quasigrup de tipul T, si (Q,° izotopul
sau cu izotopia (&, B,y) . Atunci (Q,o este un 7T — quasigrup de tipul T,
daca si numai dacd, pentru Vx,y € Q, are loc urmdtoarea egalitate:
-1 -1 -1 -1
x-py(v-By (v-fa () =y (). (7)
Demonstratie. 1zotopul (Q,o este un 77 —quasigrup de tipul 7, daci si
numai daca verifica identitatea
Xo o o (8)
Utilizand izotopia X o  x(x)- B(»)), identitatea (8) ia forma

7 (@) By (@) By (ay)- B = y.
Efectuam substitutia x —>a ' (x),y —>a () in ultima egalitate,
obtinem:

y G By v By (v P () = (),

sau
-1 -1 -1 -1

x-py(v-Py (v Ba ()= o (y).

Reciproc, dacd un 77 —quasigrupul (Q,-) de tipul 7, verificd (7) atunci,
luand x = a(x),y = a(y) avem:

a(x)- By (o) By (@(y)- B(x)) = 1 (»).

Utilizand izotopia xo " xux)- B(y)), obtinem y(xo o o (»).
Deoarece ¥ este o bijectie, din ultima egalitate rezultda xo o o ,
deci (Q,o esteun 77 —quasigrup de tipul 7, . ©

Corolar. Fie (Q,) un 7 —quasigrup de tipul 7, cu unitate la stinga f.
Y]

Daci izotopul sdu (Q,° , unde (o , este un 77 —quasigrup de

tipul 7, , atunci x-(By" ) yor ' (x) =y ' (f), Vx € O.

Demonstratie. Dacd (0,0 este un 77 —quasigrup de tipul T, , atunci el
verificd (7). Luand y = f in (7), obtinem x.(8y"Y ya ™' (x) =y '(f), Vx € Q.
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