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In this paper we give some sufficient conditions, under which a perturbed
function inherits the property to have fixed or periodic points as well as the
initial function on R. We show as well that for any continuous and increasing

one-to-one function g:R—> R and any natural p>2 there axists a

solution of the equation f P - g in the same set of continuous and
increasing one-to-one functions.

In studierea dinamicii iteratiilor unei functiei un loc important il
ocupa studierea punctelor fixe si punctelor periodice ale functiei,
precum si caracterul lor.

in esenta sistemelor dinamice discrete haotice o importanti mare o
au punctele periodice ale functiei, existenta lor.

Densitatea punctelor periodice ale functiei este una din conditiile
aparitiei haosului. Sistemele dinamice discrete haotice au fost studiate
de multi autori (de exemplu, [1-5]).

Dinamica functiilor definite pe R prezinta un domeniu interesant de
studiu, deoarece, in pofida unei simplitati aparente a problemelor
formulate, dinamica unidimensionald ofera o gamd largd de
proprietati, de la o comportare simpla a orbitelor punctelor pana la una
haoticd (a se vedea, de exemplu, [1, 2, 5]).

Pe de alta parte, avind ca obiect de cercetate o functie stabilita in
mod experimental sau prin calcul aproximativ, putem vorbi de o
perturbare a functiei de studiu initiale. Acest fapt trebuie sa fie luat in
consideratie la analiza rezultatelor obtinute.

In prezenta lucrare se studiaza conditii suficiente, in care o functie
perturbatd mosteneste unele proprietéti cu privire la punctele fixe si
periodice ale functiei neperturbate pe R.

Fie f : R— R o functie continui. Vom spune ci functia f : R— R

este 0 g-perturbare a functiei f, daca |a(X) |H f~(x) - f(X) ke pentru

orice Xxe R.
Punctul xy e R se numeste punct fix al functiei f, dacd f (xy) = xg-

Multimea punctelor fixe ale functiei f se noteazd cu Fixf .
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Teorema 1. Fie functia f:R—>R, f ECl(R), si X, € Fixf .
Daca f'(X,) #1 (punct hiperbolic), atunci pentru orice & >0 exista
0 >0, astfel incat pentru orice functie a:R—R, |a(X)|<d,
(Y)XeR, functia perturbati f5:R—>R, f5(x)=f(X)+a(X),
are cel putin un punct fix in e-vecindtatea lui xo.

Teorema 2. Fie functia f :R—>R, f eCn+l(R) X, € Fixf si
f'(x,)=1 (punct nehiperbolic). Presupunem ca
£700) = 170) == 10 (1) =0 5i () #0.

1) Daca n este un numar par, atunci pentru orice & >0 existd o
functie a:R— R cu conditia |a(X) |<e, (V)Xe R, astfel incat

Sunctia perturbata T, :R—> R, f.(X)=f(X)+a(X), nuareniciun
punct fix intr-o vecindtate a punctului X .

2) Daca n este un numar impar, atunci pentru orice € >0 si orice
a:R->R, |a(X) ke, (V)XeR, functia perturbata f,:R— R,
fo(X) = f(X)+a(X), are cel putin un punct fix intr-o vecindtate a
punctului X, .

Remarca 1. Functia f :R—> R, f(X)=x+e X, reprezintd un
exemplu de functie, care nu are puncte fixe, dar pentru orice &,
O< & <1, functia perturbatd f,:R—> R, f.(X)=f(X)—¢, ae
punct fix.

Definim  inductiv iteratia f":R>R: f 0(X) =X,
fPL(x) = £ (f P(x)) pentru p>0.

Punctul X, € R se numeste punct periodic de perioada p d

functiei f, daca f p(XO) = Xg. Dacd p este cel mai mic numdr natural

nenul, pentru care f P(xy) = Xg, atunci p se numeste perioada primd
apunctului xo. Multimea punctelor periodice de perioada p ale functiei
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f se noteaza cu Peryf (a se vedea [5]). Daca f Cl(R) , atunci

multiplicator & punctului periodic Xg € Perpf de perioada p (ase
vedea [5]) se numeste produsul
w(x0) = 1'(x0) - /(£ (x0)) - F/(£20x) -- £(f PH(x0)).
Deoarece punctele periodice de perioadda p ale functiei f sunt

puncte fixe ale functiei f P teoremele 1 si 2 pot fi reformulate pentru

punctele periodice ale functiei f. Vom prezenta, ca exemplu, analogul
teoremei 1 prin teorema 4.

Teorema 3. Fie functia f:R—R, f eCl(R). Pentru orice
£>0, orice segment [a,b] §i orice numar natural P>2 exista
0 >0, astfel incdat pentru orice functie perturbatd f:R—> R,
f()=f()+a(X), unde |a(X)|<5, (¥)xeR, avem

f7(x)— f"(X)| <& pentruorice1<n< p si Xe[a,b].

Teorema 4. Fie functia T :R— R, f eCl(R), si Xp un punct
periodic de perioada prima p. Daca multiplicatorul p1(Xg) #1, atunci
pentru orice £ >0 exista 6 >0, astfel incdt orice functie perturbatd

f:R>R, f(X)=f()+a(x), unde |a(x)|<5, (V)xeR, are
cel pufin un punct periodic de perioada p in &-vecinatatea lui xo.

Avand o functie continua, apare problema: In ce conditii aceasta

functie poate fi inclusa in iteratiile unei alte functii? Mai exact, avand
o functie continud g si un numar natural P> 2, in ce conditii ecuatia

functionala f P = g admite cel putin o solutie f ?

Urmatoarea teorema prezintd conditii suficiente pentru rezolvarea
unor astfel de ecuatii functionale.

Teorema 5. Pentru orice functie . R— R continud, bijectiva si
crescatoare i pentru orice numdr natural P=2 existd o functie

f:R—>R continud, bijectivi si crescdtoare, astfel incdt

f P(X)=g(X) pentruorice xe R.
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Remarca 2. Demonstratia teoremei 5 este constructiva si poate
servi In calitate de algoritm pentru gasirea a cel putin unei solutii a

ecuatiei functionale f P(x) = g(X) in conditiile teoremei.
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