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Studiul de stabilitate a stirilor de echilibru pentru sistemele
reduce la cercetarea sistemelor dinamice liniare corespunzatoare si, in
anumite conditii folosind analiza sistemelor liniare, este posibil sa
formulam concluzii valide privind stabilitatea starilor de echilibru ale
sistemelor neliniare respective [1, 2]. Conceptul de stabilitate in sine
apartine teoriei calitative a sistemelor dinamice si, prin urmare, este
posibil sa formulam criterii de stabilitate care nu tin de identificarea
unei solutii exacte. In articolul publicat recent [3] formuldm criteriile
de stabilitate pentru sistemele dinamice liniare descrise de un sistem
autonom de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti reali constanti in
cazuri critice ale teoriei stabilitatii Tn sens Liapunov atat pentru valorile
proprii simple, cat si pentru cele multiple ale matricei coeficientilor.
Formularea propusd nu are legiturd cu constructia formei canonice
Jordan a matricei coeficientilor si foloseste numai informatii despre
ordinul matricei, rangul acesteia si multiplicitatea algebrica a valorilor
proprii corespunzitoare cazurilor critice.

Rezultatele clasice privind stabilitatea solutiilor sunt prezentate pen-
tru urmatoarele sisteme omogene liniare autonome de ecuatii diferen-
tiale:
3—):=A)?, X(t) =%, (1)

unde X =(X,,...,X,) si A este matricea nxn cu valori constante

(independente de parametrul t). Prin urmare, transformarea de variabile
y =TX (det(T) = 0) este introdusa in conformitate cu teoria generala

[1], In raport cu care sistemul (1) este transformat in forma canonica:

dy P
Y TaTty =y,
o y=Jy
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unde J este o matrice quasidiagonala care reprezintd forma canonica
Jordan a matricei A cu urmatoarea reprezentare:

I=0y (4 (B ()
Valorile proprii 4,,4,,...,4; ale matricei A din (2) sunt determinate ca
solutii ale ecuatiei A(A)=det(A—Al)=0, unde | este matricea
unitate (sau matricea identitate), iar J, (4;) (s=12,...,i) sunt

matrice patrate de ordinul m, localizate de-a lungul diagonalei, pentru
care m +m,+...+m, =n. Introducem Tn continuare matricea
A(L) = A— Al , unde | este matricea unitate.

Vom considera valorile proprii A,,4,,...,4, ale matricei A de
dimensiunea nNxnN, care sunt determinate de solutia ecuatiei
det(A(4)) =0. In absenta valorilor proprii multiple A,,4,,...,4,,
concluzia referitor la stabilitatea solutiilor sistemului de ecuatii diferen-
tiale (1) poate fi efectuata doar in baza analizei semnului valorilor A, .
Mai mult ca atit, dacd existd o singura valoare de zero intre toate
valorile A, presupunand ca celelalte valori proprii sunt negative sau

poseda partea reald negativa, atunci solutia particulara corespunzatoare
acestei valori este stabila. Daca insa existad o valoare complexa cu partea

reala egala cu zero intre toate valorile A si, in acelasi timp, o valoare

complexd conjugatd A, presupunand ca restul valorilor proprii sunt

negative sau posedd partea reald negativa, atunci solutia particulara
corespunzatoare acestei valori este periodica si stabila. Sa analizam in
continuare si cazul cand exista valori proprii multiple egale cu zero sau
mai multe valori proprii complexe cu partea reala egala cu zero intre
valorile proprii 4;,4,,...,4, si sa ludm in considerare faptul ca A,
este o valoare proprie a matricei A(4) de multiplicitatea K .

Totodata, o matrice arbitrard a(7) poate fi redusa prin transformari

elementare in forma diagonala canonica Smith C(4), dupa cum urmeaza:
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C(A) =[d,(1).d,(D).....d,(D]. @)
Elementele diagonale ale matricei C(A) sunt date de expresia (3), iar
functiile d,(4) care apar in definitia matricei canonice C(4) se
numesc factori invarianti, adica

d(AD)=A-4)"(A-24,)%...(A-25)™- (4)
Vom nota ca det(A(1)) =det(C(1)) =d, (1) xd, (1) x...xd (1).
Tn particular, in cazul valorilor proprii simple, matricea C(1) poate fi
scrisd n forma:
C(A) =[LL...1d,(2) xd,(A) x...xd, (2)], d,(2) =1 -4, . (5)
Referitor la expresia (5) se poate de mentionat faptul ca toate elementele
diagonale ale matricei C(1) sunt egale cu unitatea, cu exceptia ultimei

valori, care este 0 expresie pentru determinantul acestei matrice, Tn timp
ce factorii ;- 4 intrd liniar in aceastd expresie. In particular, pe baza

analizei structurii C(4) mai putem mentiona ca rangul matricei C(4,)
si, ulterior, al matricei A(4;) pentru fiecare valoare 4 = 4 este dat de
urmatoarea  expresie: I =rank(A(4,)) =rank(C(4,))=n-1.
Factorii A — 4, Tn cazul unei valori proprii multiple A = 4;, in confor-

mitate cu expresia (4), intra, in general, neliniar in factorii invariabili
d; (1) . Cu toate acestea, trebuie de remarcat in special cazul cand fac-

torul 4 — 2, (i=s) intrd liniar in expresia pentru d (1). Daca A = A, este

o valoare cu multiplicitatea K , atunci numarul acestor factori este exact
egal cu k, deoarece determinantul matricelor A(A) si C(A) poseda
urmatoarea reprezentare

det(A(4)) = det(C(1)) = (A — A4,)* xd,(A) xd, (1) x...xd (1), In care
factorii invariati d,(4) nu contin termenii A — A, . Astfel, k elemente
diagonale ale matricei C(4,) dispar pentru A = A, , iar rangul acesteia,

adica si rangul matricei A(4,), este determinat de expresia pentru ran-
gul r in forma
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r=rank(A(4)) =rank(C(4))=n-k. (6)
De asemenea, daca factorul A — A, intrd neliniar in ecuatia pentru
d,(A4), atunci concluziondm cd numirul elementelor diagonale ale
matricei C(4;) care tind catre zero pentru A = A, este mai mic decéat

numarul k, iar rangul sau si, prin urmare, rangul matricei A(4,;) Tn acest

caz satisfac inegalitatea
r =rank(A(4,)) =rank(C(4))>n-Kk. (7)

Prin urmare, ajungem la un criteriu general foarte convenabil pentru
determinarea naturii stabilitatii pentru solutiile sistemului de ecuatii dife-
conditiile multiplicitatii valorilor proprii, fard reducerea matricei A(4,)
la forma canonica Jordan. Pentru valorile date ale matricei de ordinul n,
rangul r si multiplicitatea valorii proprii k egald cu zero, cu conditia ca
toate celelalte valori proprii sunt fie negative, fie poseda partea reala
negativa, solutia sistemului de ecuatii diferentiale (1) este stabild, daca
conditia (6) este satisfacuta, in timp ce devine instabild la indeplinirea
conditiei (7). In acelasi timp, trebuie de mentionat si faptul ca matricea
A(4, = 0) coincide cu matricea initiald in cazul valorilor proprii nule.

Referinte:

1. BELLMAN, R. Introduction to Matrix Analysis, Classics in Applied
Mathematics. Book 19, Society for Industrial and Applied Mathematics,
1987. ISBN 978-0898713992.

2. BELLMAN, R. Stability Theory of Differential Equations. Dover Books
on Mathematics, Dover Publications. New York, 2008. ISBN 978-
0486462738.

3. BARSUK, A A., PALADI, F. Modeling phase transitions: on the stability
of equilibrium states of the dynamical systems in critical cases. In: Physica
A: Statistical Mechanics and its Applications, 2020, in press.

Autorii sunt recunoscatori pentru sprijinul oferit de Agentia Nationald

pentru Cercetare si Dezvoltare si de Universitatea de Stat din Moldova in
Proiectul de cercetare 20.80009.7007.05.

266



