P 1

V. Platon lu. Calin

METODE CANTITATIVE IN
LUAREA DECIZIILOR

Suport de curs

X214

. ¢




UNIVERSITATEA DE STAT DIN MOLDOVA
Facultatea de Stiinte Economice
Departamentul Contabilitate i Informatici Economica

Valeriu PLATON, Iurie CALIN

METODE CANTITATIVE IN
LUAREA DECIZIILOR

Suport de curs

Aprobat de
Consiliul Calitatii al USM

Chisinau, 2021
CEP USM



330
E?E@}%(ms.a)

Recomandat de Departamentul Contabilitate si Informatici
Economici si de Comisia de Asigurare a Calititii

Recenzent: Elvira Naval, dr., conf. univ.

Continutul lucrérii tine de cercetari operationale — stiinta
despre alegerea rationald, stiintific argumentati a deciziilor in diferite
domenii de activitate. Accentul se pune pe utilizarea diverselor
tehnici analitice si decizionale, precim si pe modul de interpretare
a rezultatelor obtinute in urma aplicarii modelelor matematice si a
metodelor cantitative in domeniul economiei. In fiecare capitol sunt
incluse probleme cu caracter practic din domeniul economiei, care
permit studentilor sd-si testeze cunostintele si nivelul de intelegere a
conceptelor si tehnicilor cantitative.

Lucrarea este destinatd studentilor, cadrelor didactice si
specialistilor din domeniul economiei.

DESCRIEREA CIPA CAMEREI NATIONALE A CARTII
Platon, Valeriu, Calin Iurie
Metode cantitative in luarea deciziilor: Suport de curs / V. Platon, lu. Calin; Uni-
versitatea de Stat din Moldova, Facultatea de Stiinte Economice, Departamentul

Contabilitate i Informatici Economici. — Chiginau: CEP USM, 2021. — 142 p.:
tab., fig.

Referinte bibliogr.: p. 138-139 (19 tit.). — 50 ex.

ISBN 978-9975-152-85-3.
519.8(075.8)
P70

ISBN 978-9975-152-85-3
© V. Platon, Iu. Calin, 2021
s G ML o s ;”-4 iy © USM, 2021

'ua*.,....z:‘l-\-«vn._. AT

93690

|
l
] Dﬂ"’"‘ﬂ ¥ Teaier D“iljf“'J

|1 e Pl




Prefata

Elementul principal in activitatea specialistului din domeniul econo-
miei (si nu numai) este procesul de luare a deciziillor. Termenul “luarea
deciziilor” trebuie conceput aici ca alegerea celei mai bune (mai eficiente,
mai convenabile din anumite considerente) variante de actiune (de decizie)
din mai multe variante disponibile, concretizand totodatd regulile prin
care se face alegerea, oportunitatea si criteriul de optimalitate a alegerii.

Ramura matematicii aplicate in care se studiazd problemele de lu-
are a deciziilor poartd denumirea “Cercetdri Operationale”. Notiunea
“operatie” constituie totalitatea de actiuni orientate spre atingerea unui
anumit obiectiv. Scopul Cercetarilor Operationale (CO) consta in crearea
bazelor gtiintifice a metodelor cantitative, adicad metode bazate pe modele
matematice ale proceselor de alegere rationald a variantei (variantelor) de
actiune. Prin notiunea “model matematic” al unui proces economic real
sau a unei situatii din domeniul economiei se are in vedere reprezentarea
acestui proces prin relatii matematice — functii, ecuatii, inecuatii etc.
Modelele matematice ale problemelor de decizie formeaza un spectru foar-
te larg si variat. In cea mai generald form4 modelul unui sistem economic
(activititi de productie, prestiri de servicii, investitii etc.) poate fi expri-
mat prin relatia

Z=F(X)Y),

unde X este vectorul volumului activitatilor desfasurate de catre agen-
tul economic, Y — vectorul parametrilor (factorilor) care nu pot fi dirijati
de agentul economic, iar Z este functia obiectiv sau functia de eficienta
a activitdtii economice menitd si mésoare nivelul la care se indeplinegte
scopul propus (i se mai spune “criteriu de eficientd” sau “criteriu de op-
timalitate” ).

Modelele matematice constituie instrumentul principal al cercetirilor
operationale. Ele oferi posibilitatea de a realiza o analizd prealabila a
procesului examinat, o anumitd previziune privind evolutia acestui proces.
Prin intermediul modelelor se elaboreaza recomandéri pentru a lua cea
mai bund decizie, adici decizia optim4.

Teoria CO se ocupi de rezolvarea urmatoarelor probleme:

- elaborarea metodelor de modelare matematica a proceselor de luare a
deciziilor inclusiv si a principiilor de optimalitate a solutiilor;

- studierea subiectului cu privire la existenfa solutiei optime pentru dife-
rite tipuri de probleme;



- definirea conditiilor necesare si suficiente de optimalitate a solutiilor
pentru diferite tipuri de probleme;

- elaborarea metodelor numerice de determinare a solutiilor optime.

O importantd deosebitd in problemele de luare a deciziilor o are per-
soana sau grupul de persoane numiti decident care alege solutia eficientd
pentru realizarea in cele mai bune conditii a obiectivului (a obiectivelor)
Propus.

Modelele matematice ale diferitelor activitdti economice pot fi studiate
doar clasificAndu-le dupd anumite principii. Existd mai multe modalitéti
de clasificare. In prezenta lucrare se examineazi citeva situatii legate de
domeniul economic in care se utilizeazd modele matematice la alegerea
deciziilor optime. In acest sens un spectru larg il constituie procesele eco-
nomice care pot fi prezentate prin modele matematice cu o singura functie
obiectiv. -

In interiorul acestei clase se deosebesc citeva tipuri de situatii. Mai
simple gi mai cunoscute se considerad problemele de decizie in care para-
metrii meniti si reprezinte conditiile initiale ale procesului studiat obtin
doar valori cunoscute fixate si nu pot fi supusi unor efecte aleatoare.
Aceastd categorie de situatii constituie aga numitele probleme de luare
a deciziilor in conditii de certitudine, iar capitolul “Cercetarilor Operati-
onale” in care se studiazd metodele de rezolvare pentru ele - “Programare
Matematici”. Totalitatea problemelor in care criteriul de eficientd, cit
si multimea conditiilor care se impun asupra parametrilor de decizie sunt
structuri liniare, constituie o subdiviziune a cercetarilor operationale nu-
mitd Programare Liniara — parte componentd a Programérii Matematice.
Aplicarea largi In activitatea practici a programdrii liniare se justificd
tinind cont de faptul c# prin modele liniare pot fi examinate probleme
economice de mare importantd cum sunt problemele de planificare, tran-
sport, amestec, croire, investitii, repartitie etc.

Competente profesionale gi finalitati de studiu

a) Competente profésionale

e Aplicarea competentelor profesionale proprii in concordanta cu ne-
cesitdtile situatiilor reale din domeniu.

e Participarea la discutii pe teme profesionale, punctele de vedere pro-
prii fiind sustinute in mod responsabil, cu argumente pertinente.



Gestiunea gi utilizarea criticd a metodelor si tehnicilor de elaborare
a deciziilor optime.

Utilizarea tehnologiilor informationale necesare in activitatea profe-
sionald eficienta.

Formarea si mentinerea relatiilor de munca in echipa in cadrul ac-
tivitatii profesionale.

Demonstrarea capacitdtii de analizi a situatiei economice reale in
adoptarea deciziilor optime.

b) Finalitdti de studiu

A cunoaste tipurile de modele matematice de luare a deciziilor,
tehnicile si procedeele principale de calcul ale modelelor matematice
utilizate in luarea deciziilor.

A identifica modelul matematic, tipurile de date, tehnicile necesare
pentru solutionarea unei probleme de luare a deciziilor.

A cunoaste conceptele principale utilizate in teoria jocurilor i aplica
tehnicile teoriei jocurilor.

A aplica modelele matematice de luare a deciziilor bazate pe pro-
gramarea liniard, principiile teoriei jocurilor gi procedee empirice,
gestionand eficient modelele utilizate.

A elabora modele matematice pentru situatii reale din domeniul
economiei, analiznd solutiile obtinute cu scopul de a propune idei
inovatoare.
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1 Elemente de programare liniara
1.1 Forme de prezentare ale problemelor de
programare liniara

O problema de programare liniard in formd generald se prezinta astfel:
Sa se determine valorile numerice ale variabilelor zy, @2, ..., T, care si
maximizeze (minimizeze) functia

F(X) = Ci1X1 + C2Z2 + ... + ChTy (11)

si sa satisfacd urméitoarele conditii (restrictii)

ai1T1 + aigTo + ... + @inTn < b, 1 =1,mM4,
@i1Z1 + @ia%2 + ... + QinTp = by, 1 =my + 1, Mg, (1.2)

ai1T1 + @i2T2 + ... + QinTn > by, i =ma +1,m,

Ty = Oti= 1.9 (1.3)

Aici (x1, 72, ..., Tn) reprezintd vectorul necunoscutelor problemei; a;;, b;,
¢j, 1 =1,m, j = 1,n sunt numere date si totodat b; > 0.
Aceeasi problema dar in formd standard are urmitoarea prezentare:
S& se determine valoarea optimd (minimald sau maximali) a functiei
liniare
F (X) =C1%1 + C2T2 + ... + € Tn (1.4}

cu urmatoarele restrictii

a11Z1 + @122 + ... + a1p&Tn < by, (= by)
a21Z1 + ae%2 + ... + @2,%, < ba, (= b2) (1.5)

Am1Z1 + GmaT2 + ... + AmnTh < by, (2 bm) )

2,5 00 =1 (1.6)

Forma principald care se aplicd la rezolvarea problemelor de progra-
mare liniara este forma canonicd si se prezintd astfel:

F(X) = c171 + ca®a + ... + cp ¥, — max (min) (1.7)



cu urmitoarele restrictii

Q1171 + Q1222 + ... + @ 1n T = by,
a21T1 + a22T2 + ... + G2 Ty = ba,

(1.8)

.................................

Am1T1 + Gm2T2 + ... + GmnTn = bm,

z;20, j=d;n (1.9)

Forma canonicé se considerd principald deoarece anume pentru aceasts
forma a fost elaboratd metoda analiticd de rezolvare. Rezolvarea prob-
lemelor prezentate in alte forme a devenit posibild doar reducandu-le mai
intai la forma canonica.

Deseori este potrivitd prezentarea problemei de programare liniari
in formd matriceald. Intr-adevar, comsiderim problema (1.7) - (1.9).
Notand:

C= ((21, C2y +ery cﬂ) r

Iy a; a12 ... QGin bl

T as a S5 E g b
s 2 , A= 1 22 n . B= :

In Am1 Qp2 .- Omn bm

putem scrie problema (1.7) - (1.9) in forma

F(X)=C-X — max(min),
A- X=B; i X0 (1.10)

Dupé necesitate aceeasi problemd mai poate fi prezentati si vectorial:

F(X)=C-X — max (min),
Az + Apzo+ ...+ Apzn =B, X >0, B2>0, (1.11)

unde

C=-(Cl, €2y ... ;Cm, cm+1,~--1crl)s
X=(311 T2y -y Ty Trn41s ---}zn)’

aij bl
A= |, j=TmB=| "

[o4]

S



Aici C - X este produsul scalar al vectorilor C si X.

Funciia (1.1) se numegte functie obiectiv (criteriu de optimalitute,
criteriu de eficientd), sistemul (1.2) constituie restrictiile problemei, iar
(1.3) se numesc restriclii de nenegativitate ale necunoscutelor problemei.

Orice multime ordonatd de numere (z9, z3, ..., z)) care verificd
relatiile (1.2) gi (1.3) se numegte solutie admisibild a problemei. Solufia
admisibild care mazimizeazd functia obiectiv F' (X) (sau minimizeazd -
dupd caz) se numegte solutie optimd a problemei.

Relatiile (1.1) — (1.3) reprezintd modelul matematic al activitatii unui
agent economic (daca se examineazé o problema din domeniul economiei).
Marimile z1, xs2, ..., T, se numesc variabile de decizie; ele formeaza pro-
gramul sau planul de activitate si aratd nivelurile desfigurate de catre
agentul economic. Functia obiectiv (1.1) exprimi matematic scopul ac-
tivitatii si, prin intermediul coeficientilor ¢;, j = 1;n, evalueazd nivelul
de performanta al activitatii. Prin coeficientii c; pot fi exprimate costuri
unitare pentru achizitionarea materialelor necesare in cazul unor prob-
leme de minim sau venituri unitare in probleme de maxim. Marimile
aij, i = L;m, j = I;n din sistemul de restrictii se numesc coeficienti
tehnico — economici sau parametri tehnologici. Valorile lor se stabilesc
pe baza observatiilor pentru fiecare probleméa examinata si au menirea
s& caracterizeze nivelul tehnologic prin care se asigura rezolvarea proble-
mei. Partea dreapté b;, i = 1; m a unei restrictii se numeste termen liber.
Prin termenii liberi se stabilegte volumul resurselor materiale disponibile,
volumul fortelor de muncé incadrate in procesul de productie, capacitétile
de productie etc. Din punct de vedere matematic a rezolva o problema
de programare liniard inseamnd a determina valorile nenegative a vari-
abilelor z; care satisfac restrictiile (1.2) si (1.3) si care optimizeazi (adicd
fac minim4 sau maxim#) valoarea functiei obiectiv, iar in sens economic
asta inseamnd a determina nivelurile x; la care trebuie s& se desfigoare ac-
tivititile agentului economic astfel incét eficienta economicéd a intregului
plan de activitate s& fie optima.

1.2 Cateva exemple de probleme de programare
liniara
1.2.1 Problema de utilizare optiméa a resurselor dlspomblle
(Probleme de productie)

O unitate economicd (intreprindere) dispune de m tipuri de resurse
R1, Ry, ..., Ry in volum de by, bo, ..., b,, unitéti respectiv. Din resurse-



le disponibile intreprinderea poate fabrica n tipuri de produse P;, P, ...,
P, in cantitati de x,, =2, ..., T, unititi respectiv. Cantitatea din resursa
R; necesari pentru fabricarea unei unitd{i de produs P; este a;; (parame-
trii tehnico-economici, care depind de nivelul tehnologic al intreprinderii).
Produsul P; se vinde cu ¢; unititi monetare pe unitate de produs. Tre-
buie determinate nivelurile productiei z; (adicd ce cantititi, bineinteles
nenegative, de produs de fiecare tip trebuie sd se producd) care satisfac
cele m restrictii impuse de cantitétile disponibile de resurse si totodata
maximizeaza venitul total.

Din conditiile problemei stabilim ci dacid produsul P; se vinde cu
un venit unitar de c¢; unitdti monetare, atunci pentru intreaga canti-
tate a acestui produs venitil va fi ¢;r;, iar la nivelul intregii activitati
de productie conduce la venitul total exprimat prin functia

n
F(X) =C1T1 +CF3 + oo + Cunlp = chfﬂj-
=1

Totodata vom tine cont de faptul cd pentru fabricarea celor z; unitati
de produs P; se vor consuma a;; - T; unititi din resursa R;, iar intregul
consum din aceasta resursa pentru fabricarea celor n tipuri de produse nu
poate depdsi disponibilul de b; unitati, adica

m
a;1T) + ai2T2 + ... + QinTy = Za,-_.,-:cj <b;

i=1

Astfel, se obtine urmaétorul set de relatii matematice:

n
F(X) = C1T1 + C2Z2 + ... + CrTy, = chxj — max
Jj=1

cu restrictiile

a11%1 + a12%2 + ... + @1pTn < by,

a2171 + @22Z2 + ... + @2p%n < b2,

Am11 + AnaTs + ... + GmnTy < bm»

z; =0, .7=1’_ﬂ

care constituie modelul matematic al problemei de productie.
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1.2.2 Probleme de nutritie

O ferma zootehnica are de format ratia zilnicd pentru animale care
s& contind m elemente nutritive Ny, Nz, ..., Ny in cantitdtile minime
obligatorii by, ba, ..., b,, stabilite de specialigsti. In acest scop ferma
cumpdrd n tipuri de alimente (nutreturi) A,, Az, ..., A, la pregurile
unitare ¢, €32, ..., ¢,. Analizele de laborator aratid ci o unitate din
nutretul A; contine a;; unititi de substantd nutritivd N;, i = I,m, j =
I;n. Astfel, daci in ratia zilnic sunt introduse z; unititi din alimentul
Aj; atunci animalul va primi a;; - ; unitéti de substanti nutritivd N;.
Aceasta inseamnd ca folosind toate n alimente aportul total de substanti
nutritivid N; va fi de

m
a1; %1 + a2{T2 + ... -+ ApiTn = E ai;Tj, J iy l,ﬂ,
=1

si aceastd sumd, conform conditiilor problemei, trebuie sa fie nu mai mica
decit necesarul minim obligatoriu care este de b; unitati. Totodata ferma
doregte ca costul total pentru achizitionarea alimentelor si fie minimal.
Astfel se obtine urmitoarul model matematic al problemei:

F(X) = c1z1 + cax2 + ... + cpTp — min
cu restrictiile

a11T1 + a12Z3 + ... + A1pnTn = by,
a21T1 + @222 + ... + Q2T = bg,

Am1ZT1 + AmaZz + ... + App Ty = brm

£ > 05721, n.

1.2.3 Probleme de tip transport

Consideram urmatoarea situatie: in m puncte A;, Ao, ..., 4,, numite
furnizori existd un anumit produs identic in cantitétile ay, az, ..., am
respectiv. Acest produs este solicitat de citre n consumatori (utilizatori)
By, By, ..., B, In cantitdti de by, be, ..., b, respectiv. Produsul trebuie
transportat de la furnizori consumatorilor astfel incéat

1. Produsul si fie ridicat in totalitate de la furnizori;

11



2. Consumatorii si ob{ind cu siguranta cantitatea solicitati;

3. Cheltuielile integrale pentru lucrarile de transport sa fie minimale,
daci se gtie c& costul transportului unei unitéti de produs de la
furnizorul A; consumatorului B; este ¢;; unitati monetare.

Dac# notd#m prin z;;, i = 1,m, j = 1, n cantitatea de produs care se
transportd de la furnizorul A; la consumatorul Bj;, atunci problema ne
conduce la urmitorul model matematic

F = c11711 + C12T12 + ... + C1nZ1n + C21Z21 + C22%22 + ... + C2pTon+

m Ti

+... + Cm1Zm1 + Cm2Tm2 + --- + CnTmn = Z ZC{J'I;J' — min
i=]1 j=1

cu restrictiile

T11 +Z12 + ... + Tin = a1,
Z21 + Z22 + ... + T2n = ag,

\ Tm1 +Zm2 + .- + Tmn = Qm,

z11 + T21 + ... + Ty = by,
) T12 + 22 + ... + Tma = be,

Tin + Ton + .- + Zmn = bn,

J:,-_.,;EO, ?:Il,m, _?=—l,_ﬂ

Problemele de ordin practic prezentate mai sus conduc la modele
matematice liniare care diferd prin structura lor — unele sunt cu criterii
de minimizare, iar altele — de maximizare, unele au restrictii-inecuatii,
altele restrictii-ecuatii. La prima vedere o astfel de diversitate complica
studierea problemelor de programare liniard. S-a stabilit insd cd, in re-
alitate din punct de vedere matematic, aceste modele sunt doar forme
diferite de prezentare a uneia si aceleiasi probleme de programare liniard
§i, in caz de necesitate, usor se realizeazi trecerea de la o formi la alta.
Astfel:

1. problema de minimizare poate fi prezentatd ca problemé de maxi-
mizare, aplicand relatia min Z (X) = — max [-Z (X)]

2. transformarea inecuatiilor in ecuatii se face prin introducerea unor
variabile nenegative noi, numite variabile de compensare, asa incat
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inecuatia a1, + @272 + ... + 6inTy, < b; se inlocuieste cu ecuatia
@171 + aiaT2 + ... + AinTn + Tns1 = b, Tn41 = 0, iar inecuatia
ai1T1 + @ioTa + ... + @inTy > b; prin ecuatia a;121 + @iz + ... +

QinTn — Tn+1 = bi, Tny1 = 0. Variabilele de compensare se adaugi
in functia obiectiv cu coeficientii zero.

3. Orice variabild z; care nu este supusé conditiei de nenegativitate se
inlocuiegte cu diferenta a doud noi variabile nenegative z; = z}; —z7,
unde:r: 20§1$”20

Se demonstreaza ci trecerea de la o formé de prezentare la alta, reali-
zatd prin procedeele prezentate nu afecteazi solufia optimi a problemei
initiale.

1.3 Notiuni de baza referitoare la multimi de
puncte in spatiul euclidian n-dimensional

Multimea punctelor M (1,3, .. .,T) coordonatele cérora verifici re-
latia . A

(z1 - I'i') + (z2 — :I:g) +ot(zn—z ) <r (1.12)

se numegte sferd, cu raza r si centrul in punctul Mp (:n?,:rg,...,a:g).

Relatia (1.12) se prezintad mai compact In forma p (Mp, M) < r. Multimea
punctelor pentru care se verifici rela.;la p(Mp, M) < r se numeste sferd
deschisa, iar multimea de puncte pentru care p (Mo, M) = r se numeste
suprafati sferica.

Sfera deschisd cu centrul in punctul My (z$,23,...,22) si raza egald
cu € se numegte e-vecindtate a punctului M.

Considerim o mul{ime D de puncte. Punctul My se numeste punct
interior daca el apartine mult{imii D Impreund cu careva vecinitate a sa.
Multimea D se numeste deschisa daca oricare din punctele ei este interior.

Punctul M se numeste punct de frontierda al multimii D daci orice
vecinitate a lui My constd atdt din puncte ale multimii D, cét si din
puncte ce nu apartin multimii D). Multimea D'se numeste inchisé daca ei ii
apartin toate punctele sale de frontiera. Multimea D se numeste marginita
dacd oricare doua puncte din D formeaza un segment de lungime finita.

Fie M7 si M — doud puncte ale multimii D. Multimea

[Ml,Mgl = (1 - /\) M + AMs,

unde 0 < A < 1, se numeste segment cu extremitatile M, si Ms.

13



O multime D de puncte se numeste convexi daci oricare doui puncte
din D formeazd un segment care totalmente apartine multimii D. Drept
exemple pot servi:

1. In R? un segment, o dreaptd sau o semidreapti, un semiplan, pun-

ctele unui triughi, unui pitrat impreuna cu frontierele, unui cerc
etc.

2. In R® un cub, o sfers, o piramidi si a.m.d.

Fie D o multime convexi de puncte. Punctul A se numeste varf sau
punct de extrema al multimii daci nu existd doud puncte A, si Az din D
astfel incat A si fie punct interior al segmentului (4;A3). Drept exemple
pot servi: varfurile unui patrat, unui poligon convex, unei piramide si

a.m.d.
n

Multimea punctelor din R" care satisfac ecuatia liniara ) a;-z; =
j=1
se numeste hiperplan in R™. Orice hiperplan este o multime convexd. Un
hiperplan sectioneazd spatiul R™ in doud semispatii. Fiecare din ele se
T T
reprezintd prin una din inecuatiile liniare )" a;-z; < bsau ) aj-z; > b.
j=1 j=1
Orice semispatiu este o multime convexa.
Intersectia unui numar finit de multimi convexe este o multime con-
vexd. Intersectia unui numdr finit de semispatii se numeste tronson, iar

un tronson mdrginit este un poliedru cu numdr finit de vdarfuri.

1.4 Solutiile problemei de programare liniara

Totalitatea solutiilor admisibile ale problemei de programare liniard
formeazéd “domeniul (multimea) solutiilor admisibile”. Pentru orice prob-
lem3 concretd de programare liniard este posibil unul din urmitoarele trei
cazuri: - i

1. Multimea solutiilor admisibile este vidd (caz in care se spune ca
restrictiile problemei sunt contradictorii) sau este formatd dintr-un
singur punct (nu existd posibilitatea alegerii celei mai bune solutii).
Problema nu are solutii optime

2. Multimea solutiilor admisibile nu este vida, dar pentru orice compo-
nenta a acestei multimi functia obiectiv a problemei este nemarginita
superior (inferior) si daci problema este cu criteriu de maximizare
(minimizare) atunci ea nu are solutii optime.
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3. Multimea solutiilor admisibile nu este vidi, iar functia obiectiv este
mérginitd superior (respectiv — inferior). Problema dispune de so-
lutii optime.

Tinand cont de notiunile de mai sus conchidem ca mulfimea solufiilor
admisibile a oricdrei probleme de programare liniard este convezd gi ge-
ometric se asociazd cu un poliedru convexr care are un numdr finit de
varfuri.

In orice problem# de programare liniard gradientul functiei obiectiv
este unul gi acelasi in toate punctele interioare ale mul{imii solutiilor ad-
misibile

grad Z (X) = grad (c171 + C2%2 + ... + CaZp) = (C1,C2 i Cp)

Prin urmare, functia obiectiv nu dispune de extreme locale in careva
din punctele interioare ale multimii solutiilor admisibile. Deci, dacd nu
tofi coeficientii c;,j = 1;n sunt concomitent egali cu zero, atunci functia
obiectiv poate obtine valori extreme doar pe frontiera mulfimii solufiilor
admisibile.

Consideram o problema de programare liniard prezentatd in forméa
canonica

F(X) = caz1 + 22 + ... + cpzy, — max (min)
cu urmatoarele restrictii |

a1171 + a12T2 + ... + 1Ty = b1,
a91%1 + Ao92Z3 + ... + @on Ty = bo,

Am1T1 + Am2Z2 + ... + GmnTn = by,
zy 2Oy glies By 20,4 5 m

in cele ce urmeazi vom considera ci sistemul de restrictii consti din
m ecuatii liniar independente, adicé rangul este 7 = m < n. Deci sistemul
de vectori A1, Aa, ..., A, dispune de bazid — subsistem maximal de vectori
liniar independenti. Baze pot fi mai multe, dar numaérul lor nu depéseste
Cr, deci C*, unde n este numirul de variabile in problema. Fiecare bazi
constd din acelasi numéir r = m de vectori numiti vectori bazici. Necuno-
scutele problemei asociate vectorilor bazici se numesc necunoscute bazice,
adicid problema are m necunoscute bazice. Celelalte n — m necunoscute
se numesc libere.
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O solutie admisibild a problemei de programare liniard se numeste
solutie admisibild de bazd (sau solutie suport) daci satisface conditiile:

1. Are cel mult m componente strict pozitive, iar celelalte sunt egale

cu zero, adicd X¥= | z9,29,...,.2%, 0,...,0
DAL N
m n—m

2. Vectorii-coloane ai coeficientilor componentelor strict pozitive A,
Aas,...,A;, sunt vectori liniar independenti.

Numirul componentelor nenule intr-o solutie admisibild de bazéd nu poate
depisi rangul r = m, unde m este numarul restrictiilor problemei. Daca
numirul componentelor nenule este m, atunci solutia respectiva se nu-
meste nedegeneratd, iar daci componente nenule sunt mai putine de m,
atunci avem solutie degeneratd. Pot fi demonstrate urmétoarele afirmatii:

1. Orice solufie admisibild de bazd reprezintd un varf al domeniului
solutiilor admisibile gi orice virf al domeniului de solutii admisibile
reprezintd o solufie admisibild de bazd.

2. Solutia optimd a problemei de programare liniard (1.1) - (1.3) se afld
printre solutiile admisibile de bazd, adicd printre varfurile domeni-
ului solutiilor admisibile.

3. Dacd mulfimea solufiilor admisibile este un poliedru (tronson mar-
ginit), atunci problema admite optim finit gi ezistd doud varfuri X7
§i X9 (doud solutii admisibile de bazd) in care functia obiectiv obfine
valoarea minimald §i, respectiv, marimald.

4. Dacd problema de programare liniard admite doud solufii optime
distincte, atunci ea admite o infinitate de solufii optime.

- in cazul in care o problem# are optim unic acesta se mai numeste
“optim rigid”, iar dacd are o infinitate de solutii se mai spune ca are
“optim elastic”.

De mentionat incd o datd: in orice solufie admisibild de bazd necuno-
scutele libere se egaleazd cu zero.
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1.5 Metoda grafica de rezolvare a prbblemelor de
programare liniara

Metoda grafici poate fi aplicatd in rezolvarea problemelor de pro-
gramare liniard numai dacid aceasta are doud variabile (sau problemele
prezentate in form# canonicd sgi verificd relatia n — m < 2, unde n este
numérul variabilelor sistemului de restrictii, iar m — numaérul restrictiilor,
cu conditia cd acestea sunt liniar independente). Aceastd metodd uti-
lizeazi posibilitatea de a reprezenta grafic domeniul solutiilor admisibile
ale problemei.

Exemplul 1.1. S3 se rezolve problema de programare liniard

F(X) =Tz, + 3z3 — max,

g 4I2 _>_ _12v
z1 + 3z2 < 16,
=% L

23120, IQZO.

Rezolvare. Se determind mai intai multimea solutiilor admisibile. Pen-
tru aceasta prezentam imaginile geometrice ale restrictiilor in sistemul
cartezian r,0z3. Fiecare restrictie geometric determind unul din semi-
planele formate de dreapta respectivd a;1x1 + @272 = 0. Domeniul (sau
poligonul) solutiilor admisibile pentru problema propusa este intersectia
OABCD a tuturor semiplanurilor reprezentate de restrictii si formeazé o
multime convexi de puncte (notatd prin Q) cu un numdr finit de véarfuri
(c#rora li se mai spune si “puncte extremale”). Fiecare varf al poligonu-
lui se asociazd cu o solutie admisibila 'de bazi a problemei, si reciproc.
Solutia optimi se afld printre solutiile admisibile de baza.

Pentru determinarea solutiei optime se utilizeaza liniile de nivel ale
functiei obiectiv. Se numeste linie de nivel dreapta pe care functia obiectiv
a problemei ob{ine una si aceeasi valoare, adicd F (X) = C, C — const.
Sau ¢;x; + ¢cax9 = C. Liniile de nivel reprezinta un fascicul de drepte pa-
ralele cu dreapta F (X)) = 0.Vectorul normal al dreptelor acestui fascicul
este T = (c1; ¢2). Dach dreapta F (X) = 0 se va deplasa paralel cu ea
insdsi in directia vectorului 7 atunci valoarea functiei obiectiv F' (X) va
cregte.

In problema propusi linia de nivel zero a functiei obiectiv are ecuatia
7z1 + 322 = 0 cu vectorul normal 7 = (7; 3). Deplasind linia de nivel
paralel cu ea insisi in directia vectorului 7, stabilim ultimul punct la

. R ——
-;.,-L rsitatea de Stz at

//a%ﬁo' i H

a Nantenls '{r
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iegire din €, care s apartini si liniei de nivel. In cazul dat acesta este
varful C al poligonului solutiilor admisibile. Aici functia obiectiv obtine
valoare optimé (figura 1.1).

T2

A 7 £ Z C

Fe %
2 \»
7 v
7oA Z
(01 N2} D \ =
A\
o
Figura 1.1

Determinim coordonatele punctului C, rezolvand sistemul de ecuatii

T1 + 3z = 16,
I = i

Obtinem C (7; 3). Deci solutia optimalé a acestei probleme este:

X (13),: Fnes= E(XL)=%aT +8:3=58. + #

T2

5

Figura 1.2

Considerim o problemé de programare liniara cu doua variabile (cazul
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generic):

F(X) = c1z1 + coz2 — max (min),

anz + aaze < (=) by,
aa1z1 + azexs < (=) b,

121 + AmaTz < () b,
o1 20,15 20

Pentru ea este posibila una din urmatoarele trei situatii:
a. Multimea solutiilor admisibile este vida; problema nu are solutii.

b. Multimea solutiilor admisibile nu este vida, insd functia obiectiv este
nemdrginitd superior pe aceastd multime (pentru problemi cu cri-
teriu de maximizare) sau inferior (pentru probleme cu criteriu de
minimizare). In asemenea cazuri problema nu are solutii (are optim
+00 sau —oo ) (figura 1.2).

c. Multimea solutiilor admisibile nu este vida ti functia obiectiv este
mirginitd. In acest caz problema are o singuri solutie (in figura 1.3
A este punct de minim, iar C' este punct de maxim) sau o multime
infinitd de solutii (figura 1.4).

:1:2‘

Figura 1.3
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Figura 1.4

1.6 Metoda simplex de rezolvare a problemelor de
programare liniara

O modalitate analitica universald de rezolvare a problemelor de pro-
gramare liniard este metoda simplez. Ideea acestei metode consti in
urmitoarele: pornind de la o solutie admisibild de bazd (numitd solutie
initiala sau solutie de start) se parcurg succesiv doar solutii admisibile de
bazd pentru care valoarea functiei obiectiv cregte (nu descreste) in cazul
modelului de maxim (respectiv — nu creste in cazul modelului de minim)
pand cand se obtine solutia admisibild de baz& optimi sau se stabileste ci
modelul examinat nu dispune de optim finit. Eficienta metodei simplex
constd in faptul cd prin aplicarea ei se evitd cercetarea tuturor solutiilor
admisibile de bazi ale problemei (in problemele reale numirul acestor
solutii poate fi destul de mare). Denumirea metodei se datoreazi faptului
cd un poliedru convex se mai numeste si simplez.

Tinénd cont de faptul ci solutiile optime ale unei probleme de pro-
gramare liniard se afla printre solutiile admisibile de bazi ale acesteia
(adic# printre varfurile poliedrului convex) scopul metodei simplex consti
in urmétoarele:

1. A determina modalitatea de alegere a primei solutii admisibile de

bazi, adicd a unuia din varfurile domeniului (poliedrului) solutiilor
admisibile;
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2. A indica procesul de trecere de la o solutie admisibild de bazi la alta
(de la un varf al poliedrului la altul) mai buné decéat cea precedentd
(mai aproape de cea optimi);

3. A stabili criteriile prin care si se opreascid procesul de trecere de
la o solutie admisibild de bazi la alta, termindnd acest proces cu
alegerea solutiei admisibile de bazid optime sau venind la concluzia
cd problema nu dispune de optim finit.

1.6.1 Solutia admisibild de bazi initiala

Consideram problema de programare liniari prezentati in formi ca-
nonica
F(X) = c1z1 + 2z + ... + cpzy, — max (min)

cu urmatoarele restrictii

@11T1 + 0122 + ... + Q1T = by,
@2171 + 22%3 + ... + A2nTn = by,

Am1T1 + Am2T2 + oo + AmaTn = by,
z; 20, j=1n, b;>0,i=Tm.

Solutiile admisibile de baza ale i)roblemei pot fi determinate prin
metoda Gauss-Jordan (metoda pivotu:lui) cunoscuta din algebri. Aici tre-
buie sa se tina cont de urmatoarea conditie: pe parcursul transformdrilor
pivotul trebuie ales astfel incdt termenii liberi ai ecuatiilor sd rdmdnd
nenegativi fiinded numai aga solufia admisibild va fi bazicd.

Admitem ca pivotul ales este coeficientul necunoscutei zj din ecuatia
cu numarul /, adica elementul aj; din tabelul simplex. In acest caz ter-
menii liberi din tabelul urmétor se vor calcula prin relatiile
r_ Gk by —ag - by

P Y GRS
bl =i dertne 2 AL =b;—b—, i=1;m, i £1L
* Tham s 8 ark Y 1 d 9

Pentru ca acesti termeni sa ramina nenegativi si in tabelul care urmeazi
(b = 0 si b; > 0) trebuie si se satisfaci conditiile: a) s > 0sib)
Qlk
b; — :—Ia,-k > 0. In relagia a) stim c& & > 0. Prin urmare conditia a) se
Ik
verifici doar dacd ajx > 0. In relatia b) impértind la a;; obtinem i <
aik
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b; ¢
;:'k-. Aceasta relatie trebuie sa se verifice pentru toate liniile tabelului in

N . b 3 b;
care aix > 0 (stim ci b; > 0). Deci e mm{ } air > 0. Rapoartele
alk i Qi
B . e
a—'-, i = 1;m se numesc rapoarte simplex.
ik
Concluzie. Admitem ci pivotul transformirii este unul din elemente-
le coloanei cu numarul k. Alegerea corecti a pivotului din aceasti coloani

se asiguré doar daca se respectd urmitoarele doud conditii:

1. Pivotul trebuie sa fie strict pozitiv, (i > 0);

2. Pivotul se afli in raportul simplex minimal - = min {;"-';}
r :

Qi

Aici | este numirul vectorului care se exclude din bazi, iar k este
numérul vectorului care vine in bazi in locul celui exclus. Conditiile 1. si
2. asigurd determinarea primei solutii admisibile de bazi cat si trecerea
de la o solutie admisibild de bazi la alta. Dac# tinem cont de ipoteza
rang A = m < n atunci numérul solutiilor de bazi nu depiseste C".

Dupé cum s-a mentionat mai sus, metoda simplex oferi posibilitatea
de a parcurge succesiv doar acele solutii admisibile de bazi (adici acele
varfuri ale poliedrului convex) in care valoarea functiei obiectiv creste
treptat in cazul unui model de maxim (respectiv-descreste in cazul unui
model de minim). Fiec#rui varf al poliedrului i se asociazi sistemul s3u
de ecuatii. Astfel, procedura de calcul a metodei simplex constituie re-
zolvarea succesivd a sistemelor de ecuatii liniare i, prin urmare, pot fi
utilizate tabelele simplex. Admitem c¢i avem o problemi de programare
liniard prezentat3 in forma canonici si aplicind metoda simplex am deter-
minat prima solutie admisibila de baza a acesteia, adicd solutia de start.
Ea se asociazd cu unul din vérfurile poliedrului solutiilor admisibile. Aici
ne oprim pentru a rispunde la urméitoarele intrebiri:

‘1. Este oare optimi solutia obtinutd (ar putea fi fiindci solutia optimi
se afld in careva din varfurile poliedrului solutiilor admisibile)? Daci
da, problema este rezolvati. In caz contrar trebuie si trecem la alti
solutie admisibild de baza (la alt varf al poliedrului). Si atunci

2. Care vector (care necunoscuti) trebuie eliminat din baza prezents si
care trebuie inclus In locul celui eliminat, astfel incét la trecerea de
la baza B, la baza noud B; sd obtinem F, > F, in cazul modelului
de maxim. Adicd se cere o solutie mai bund decét cea prezenti.
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1.6.2 imbunétz‘i(;irea solutiei. Criteriile de optimalitate ale
solutiilor

Imbunstitirea solutiilor admisibile de baza ale unei probleme de pro-
gramare liniard se realizeazd utilizand un test special oferit de metoda
simplex. Testul constituie un set de numere notate cu A;, j = 1;n,
(adica cate o valoare pentru fiecare vector a;), care se numesc estimatiile
solutiei respective si se calculeazi prin relatia

AJ‘ = CJ‘ Q5 — Cj,j = l;n, (1.13)

unde C; = (c1,¢2,...,cm) este vectorul coeficientilor variabilelor bazice
luati din functia obiectiv; a; = (a1;,azj,...,am;); ¢; — coeficientul vari-
abilei z; in functia obiectiv. Poate fi demonstrat ca:

1. Pentru un model de mazim o solufie admisibild de bazd este optimd
doar dacd toate estimatiile A; sunt nenegative, adicd A; >0, j =
Lin

2. Pentru un model de minim o solufie admisibild de bazd este optimd
doar dacd toate estimatiile A; sunt nepozitive, adicd A; <0, j =
;n; :

3. Dacd intr-o problemd de pmgmrlhare liniard cu condifie de mazxim
(de minim) solutia admisibild de bazd nedegeneratd are o estimatie
negativd Ax < 0 (pozitivd Ag ﬁ 0 ), atunci aceastd solufie poate
fi tmbundtatitd doar cu condifia cd vectorul ay (adicd coloana lui
Ay < 0) are cel putin o componentd strict pozitivd a;; > 0;

4. Criteriul de optim unic . Intr-o problemd de programare liniard
solufia optimd este unicd dacd pentru oricare vector nebazic (oricare
necunoscutd nebazicd) estimatia este diferitd de zero, adicd Ay #
0, k=m+1;n;

54

Criteriul de optim multiplu. O problemd de programare liniard
dispune de o infinitate de solutii optime dacd cel pufin un vector ne
bazic (o necunoscutd ne bazicd) are estimatie egald cu zero, adici
existd cel putin un k, k =m+ 1;n pentru care Ag = 0.

1.6.3 Algoritmul metodei simplex

1. Prolema propusi se aduce la forma canonic;
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2. Se determini prima solutie admisibild de bazd (solutia de start) cu
baza formatd din vectori unitari;

3. Se formeazi tabelul simplex. Prima coloand a tabelului notata cu
“B” contine variabilele bazice (sau vectorii bazei), coloana a doua
notatd cu “C}p” contine coeficientii variabilelor bazice din functia
obiectiv, iar in coloana “1” (aceasta coloanid se mai noteazi gi cu
“b”) sunt prezentate valorile variabilelor bazice. In ultima linie a
tabelului numiti gi linie test se scrie valoarea F' a functiei obiectiv
in solutia asociatd bazei B, precum, si valorile estimatiilor Aj;

4. Daci in tabelul simplex obtinut se verifici criteriul de optimalitate
si de unicitate a solutiei prezente, atunci problema este rezolvata;

5. Daci solutia din tabelul prezent nu satisface criteriul de optimalitate
sau cel de unicitate, atunci procesul de rezolvare a problemei con-
tinue cu imbunititirea solutiei. in acest caz variabila care trebuie
inclusd in baza noud se alege din coloana cu cel mai mic A; nega-
tiv pentru un model de maxim si cel mai mare A; pozitiv pentru
un model de minim. In rezultat se obtine o solutie noui si pentru
aceasta iar3sii se verifica criteriul de optimalitate. Acest proces con-
tinue pand se ajunge la solutia optima sau se stabileste ca problema
nu are solutii.

Exemplul 1.2. Intreprinderea dispune de trei tipuri de resurse R; —
forte de munci, R; — semifabricate, R3 — capacitati de productie si din ele
poate fabrica patru feluri de marfa M,, M3, M3 si My. S4 se elaboreze un
plan de productie care si asigure intreprinderii venit maximal. Informatia
necesard pentru rezolvarea problemei este prezentata in tabelul 1.1.

Tabelul 1.1
Consumul la o Cantitati disponibile
Tipul de resurse unitate de produs de resurse
M, | My | Mz | My
R, 25 1.2.5 2 kb 100
Ry 41570 4 6 260
R3 S 7 41 10 370
Venitul /Unitate | 40 | 50 | 100 | 80
de marfi
Planul Ty T T3 T4
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Venitul obtinut de la vanzarea unei unititi de marfi M, este de 40 unititi
monetare, de marfd My — 50 unitati monetare, de marfd M3 — 100 unit#ti
monetare, iar de marfa My — 80 unitati monetare.

Rezolvare. Formam modelul matematic al problemei. Notim: se vor
fabrica r; unititi de marfid M;, z, unititi de marfd M5, z3 unititi de
marfd M3 §i z4 unititi de marfd M. Pentru fabricarea acestor cantititi
de maérfuri se vor consuma 2, 51 + 2, 5z2 + 2z3+ 1, 574 unitéiti din resursa
R, — forte de muncé (intreprinderea avand la dispozitie 100 de unititi),
4z + 10z3 + 4z3 + 6z4 unititi din resursa R; si 8z + Tzo + 473 + 1024
unitdti din resursa R3. Cantitatile de resurse consumate in productie nu
pot depasi cantititile disponibile. Prin urmare, relatiile dintre consumul
de resurse si cantitétile disponibile de resurse se vor exprima prin relatiile:

2,5x1 + 2,5z9 + 223 + 1,5z24 < 100,
4z + 10z5 + 423 + 614 < 260,
8z1 + Tza + 4x3 + 10z4 < 370.

Din sensul problemei avem z; > 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0. Venitul total
va constitui
F (X) = 40zy + 50z2 + 100z3 + 80z4.

Astfel, modelul matematic (sau economico-matematic) al problemei este:
Sa se afle valorile nenegative ale variabilelor z1,z2, T3 si 74 care satisfac
conditiile sistemului de mai jos si, totodatd, maximizeaza functia F (X)

F (X) = 40z + 50z2 + 10023 + 80x4 — max,

2,571 + 2,52 + 273 + 1,5x4 < 100,
4z + 10z2 + 423 + 624 < 260,
8xy + Txa + 4z3 + 10z24 < 370,

2’,‘3'20, J=T,_4

Urmeaza rezolvarea modelului (acesta este prezentat in forms stan-
dard). Pentru a aplica metoda simplex de rezolvare trecem la forma
canonicd a modelului, utilizdnd trei variabile suplimentare x5, z¢ si 7,
numite variabile de compensare. Obfinem

F(X) = 40z; + 50z2 + 100z3 + 8024 +0-25 +0 - 25 + 0 - 7 — max

2,521 + 2,5z5 + 2x3 + 1,534 + x5 = 100,
4x; + 10x3 + 4x3 + 624 + 76 = 260, 242 Oy
8z; + Txy + 4x3 + 1024 + z7 = 370,
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Acum modelul are formé canonica fiindca toate restrictiile sunt ecuatii si
termenii lor liberi sunt mérimi nenegative. Modelul contine doud tipuri
de variabile — cele initiale x1, 2, 3 si z4 numite variabile de decizie;
economic acestea au sens de cantitdti de marfa care se vor produce la
intreprnidere conform planului optim de productie si variabilele supli-
mentare Z5, T Si T7, numite variabile de compensare, care din punct de
vedere economic constituiekcantitigile eventuale de resurse ramase dupa
realizarea planului optim. In sistemul de restrictii-ecuatii variabilele z3,
z¢ §1 7 formeaza bazi, adicd putem trece problema in tabelul simplex.

Tabelul 1

40 | 50 100 | 80| O Y,

B 1 Cb b,- I I2 I3 T4 Ts g | T7
zs | 0200125258 [ [15] 1] o o
Tg 0 | 260 4| 10 4 6 0 1 0
z7 0 | 370 8 7 4 10 0 0 1
A, 0] -40 | -50 | -100 T | -80 0 0 0

Tabelul 1 este primul tabel simplex din rezolvarea problemei. In prima
coloanid B; sunt prezente necunoscutele bazice (respective vectorilor bazei
sistemului de restrictii, in coloana a doua Cp— coeficientii necunoscutelor
bazice in functia obiectiv, iar in coloana a treia (notatd cu b;) — compo-
nentele primei solutii admisibile de baza (solutia de start)

X, = (0; 0; 0; 0; 100; 260; 370) .

In ultima linie (notati cu A ;) este prezentatd, atit valoarea functiei obiec-
tiv calculatid in X, ;

F(X;)=40-0+50-0+100-0+80-0+0-100+0-260+0-370 =0

(z1 = z2 = z3 = x4 = 0 — nimic nu s-a produs), cit si estimatiile
planului X; pentru fiecare vector A;, j = 1;7 din sistemul de restrictii
A; '="Cy-'Aj —cj, adicl: Ay =0-2,5+0-4'4+0-8~—40 = —40,
Ay =0-2,540-1040-7—50 = —50, A3 =0-2+0-440-4—-100 = —100,
As=0-1,540-64+0-10—80 = —80, A = Ag = Ay = 0 — pentru vectorii
bazici estimatiile sunt egale cu zero. Printre estimatiile calculate sunt si
negative. Prin urmare, solutia X; nu verifica criteriul de optimalitate.
Ins# avem posibilitatea si trecem la o altd solutie mai “buna” fiindcd in
toate coloanele cu estimatii negative exista elemente a;; > 0. Conform
conditiilor de optimizare, trecerea de la solutia prezentd X; la alta mai
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bung X, se realizeazi prin schimbarea bazei prezente B; cu altd bazd
B, astfel incit in By sd se includd vectorul A; care in B; are cea mai
mick estimatie. In tabelul 1 acest vector este Az (sau variabila z3) cu
estimatia Az = —100. Marcim coloana lui Az = —100 cu o sigeatd. Deci
in baza B> se va include variabila z3, care va lua locul uneia din variabilele
bazice ale bazei B;. Conform celor mentionate mai sus, din B; trebuie
exclusi variabila care asigurd valoare minimi pentru unul din rapoartele
simplex. Cu elementele strict pozitive ale coloanei lui Az formam rapoarte
: s & inath 100 260 370

simplex si din ele alegem pe cel mai mic — = min (—; —_— —) =

a;3 2 4 4
% Observam ci raportul simplex minimal este format de linia lui x5 si

coloana lui z3, adici x5 se elimini din bazi, iar in locul lui vine 3. Astfel
se formeazi baza B; cu componentele (z3,xs,z7). Trecerea la tabelul
simplex cu baza Bs se realizeazd prin metoda Gauss-Jordan, utilizénd in
calitate de pivot, numitorul raportului simplex minimal, adicad elementul
situat la mterse:,ma liniei lui x5 cu coloana lui x3. In cazul dat acesta este
elementul 2. In rezultat obtinem tabelul 2 (trecerea de la un tabel la altul
se mai numegte iterafie).

Tabelul 2

40 50 | 100 80 0 0f 0

Bz Cb b,‘ i Io T3 T4 Ts Ts T7
zy | 100 50 | 1,25 | 1,25 110,75 0,5 0 0
x5 1750 [0 80150 i T e ) RS e Rl el
T7 0 170 3 2 0 7 -2 0 1
Aj 5000 | 85 75 0 57|80 0 O

in tabelul 2 avem o noui solutie admisibild de baza
X, = (0, 0, 50, 0, 0, 60, 170),

care de asemenea nu este optimd fiindcd in linia A; avem un element

negativ: Ay = —5. Mai realizdm o iteratie gaussiana cu pivotul azs = 3.
Tabelul 3
40 50 | 100 | 80 0 0| ©
B3 Cb bi 1 T2 T3 T4 I Tg Iy
xy | 100 35 3/2 0 L= 1(-1/41 0
T4 80 20 -1/3 5/3 0] 1 -2/3 | 1/3| 0
T7 0 30 | 16/3 | -29/3 0| O 8/3 | -7/3| 1
A, 5100 | 250/3 | 250/3 | 0| 0] 140/3 | 5/3| ©
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Obtinem tabelul 3 in care linia A; nu contine elemente negative, adica
solutia admisibili de baza din acest tabel este optimd si se va nota prin
simbolul X*. Astfel, avem:

X'=(II=0,$;=0,$§=35,I:=20,;cg=0,zg=0,$;=30)

si F(X*) = 5100. Analizand rdspunsul obtinut trebuie sd {inem cont
de faptul cd in probleméd avem doud categorii de variabile cu sens eco-
pomic diferit: variabile de decizie (z1, z2, T3, T4) care exprima cantitati de
mérfuri preconizate pentru fabricare §i variabile de compensare (s, T4, T7)
care constituie cantititile de resurse ramase neutilizate dupd realizarea
planului optim de productie. Asadar interpretarea economicé a rdspun-
sului obtinut este: intreprinderea va avea un venit maximal in sumi de
5100 unitdti monetare, daci va realiza planul optim de productie, con-
form c#ruia nu va fabrica méarfuri de tipul M; si M, (z] = 0,23 = 0), dar
va produce 35 unitdti de marfd de tipul M3 (z3 = 35) si 20 unitati de
marfi de tipul My (z} = 20). Deci producerea méarfurilor M; i Mz nu
este convenabild pentru intreprindere.

Valorile optime ale variabilelor de compensare sunt z3 = 0,z5 =
0,23 = 30. Variabila z5 apare in prima restrictie a problemei, care se
referi la cantitatea disponibild de forte de muncd, adicid z3 constituie
cantitatea de forte de muncd rdmasa neutilizatd dupé realizarea planului
optim.

zy = 100 — (2,527 + 2,523 + 223 + 1,5z%) =
—100—(2,5-04+2,5-0+2-35+1,5-20) =0.

Deoarece z§ = 0 constatim cd pentru a indeplini planul optim de pro-
ductie trebuie si se conisume toate fortele de muncé disponibile. In mod
analog observim ci si semifabricatele se consumi integral la realizarea
planului optim (z§ = 0). Variabila de compensare z7 se refera la canti-
tatea de capacitiiti de productie rimase nefolosite la realizarea planului
optim. Deoarece z5 = 30 constatdm cd dupa indeplinirea planului op-
tim vor riméne neutilizate 30 unitiiti de capacititi de productie, adica
intreprinderea dispune de surplus de capacititi de productie.

in tabelul simplex final al problemei rezolvate toate necunoscutele
libere au estimatii strct pozitive Ay > 0,49 > 0,A5 > 0,A¢ > 0. Prin
urmare solutia admisibild de baza

X* = (z} = 0,73 = 0,73 = 35,7 = 20,73 = 0,75 = 0,77 = 30)
este unicd solutie admisibild de bazi optimali si F (X™) = 5100. #
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1.7 Metoda bazei artificiale

Solutia optimé a unei probleme de programare liniard poate fi deter-
minata prin metoda simplex doar pornind de la o solutie admisibild de
bazd numitd de start (sau solutie initiald). Existd insd situatii in care
problema nu dispune de solutie initiali admisibild de bazi, adici sistemul
de restrictii nu constituie un sistem de ecuatii liniare cu baza formata din
vectori unitari.

Fie data o prolema de programare liniard in forma canonici

F(X) =c1z1 +coze + - - - + epz, — max,

a1z + a12%2 + ... + @1nTn = by,
a91Z1 + ag9Z2 + ... + @spTn = ba,

Gm1Z1 + Gm2Z2 + ... + GnZn = b,
zj 20, j=1,n, b; >0, i =1;m.

§i aceasta nu contine un sistem de vectori unitari care si formeze baza
sistemului de restrictii.

in asemenea situatii problema prezentéd poate fi transformatd intr-o
noud problemd, numitd eztinsd. Modelul acesteia se formeazi artificial
in felul urmator: La fiecare restrictie a problemei initiale care nu dispune
de necunoscuté bazici se adaugi o necunoscut# artificiald z,4;, i =1T;m
cu coeficientul +1, neschimband semnul egalititii in restrictie. Necunos-
cutele (z,4+;) formeazd baza artificiald a sistemului de restrictii in prob-
lema ertinsa. Necunoscutele artificiale se adaugd si in functia obiectiv
insi cu coeficientul —M in cazul modelului de maxim si +M cand avem
un model de minim, unde M este un numér pozitiv foarte mare. Astfel
se obtine modelul matematic al problemei extinse:

”

F(X)=cz1+coz2+...+cpZn—Mzp1— Mz 0—...— M2y — max,

1171 + a12T2 + ... + @10 Ty + Tpyr = by,
a91Z1 + A22T2 + ... + Qopln + Tny2 = b,

Am1T1 + GmaZa + ... + AmnZTn + Tnam = bm,
z; 20, i=1n4+m, b=>0,i=1;m.

Se demonstreazi c#, daci problema extinsé are solutie optimi X* =
(z1,73,....23,0, ...,0) in care toate variabilele artificiale au valori egale cu
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zero, atunci problema initiald are solutie optima X* = (x7, z3, ...x}), care
se obtine din solutia X*, inldturind din ea valorile nule ale variabilelor
artificiale.

Daci problema extinsi are solutie optima in care cel putin una din
variabilele artificiale are valoare diferitd de zero, atunci problema initiala
nu are solutii fiindca sistemul de restrictii este contradictoriu. Daca prob-
lema extinsd nu are solutie optima, atunci nici cea initiald de asemenea
nu are solutie.

Exemplul 1.3. Sa se rezolve problema de programare liniard uti-
lizand metoda bazei artificiale

F(X) = —2z1 + z2 + 823 — 224 — min,

5I1—$z-7$3+2$4=6.
3z; — T2 —4z3+ T4 = 2,

z; 20, j =T;4.

Rezolvare. Avem o problema cu criteriu de minimizare prezentata in
formi canonicd, dar fird solutie admisibild de bazi de start. Pentru a
obtine o astfel de solufie formam problema extinséd, addugénd in fiecare
restrictie cite o necunoscuta artificiald x5 si z¢. In functia obiectiv acestea
se vor adduga cu coeficientii +M, unde M >> 0. Astfel avem

F(X) = -2z, + z3 + 8z3 — 2z4 + M5 + Mxg — min,

51 — xo — Tx3 + 2z4 + 25 = 6,
31 — 2 — 4T3 + T4 + Tg = 2,

;> 0, j=T;6.

Problema extinsé dispune de solutie admisibild de bazi de start X; =
(0; 0; 0; 0; 6; 2) cu baza By = (As, Ag) formata din vectori unitari. Tre-
cem problema in tabelul simplex si calculdm estimatiile solutiei. In cazul
problemei extinse la etapa initiald a calculelor estimatiile solutiilor vor
avea. doua componente — componenta A' care nu depinde de M si a doua
A (M) dependenta de M. Calculele se reallzeaza mai comod daca com-
ponentele osnma.gulor se prezinta in linii separate si se {ine cont mai intai
de componenta A (M) fiinded M >> 1. Totodats, dupa ce o variabila ar-
tificiala iese din ba.za, coloana acesteia se exclude din calculele ulterioare.
Daca tinem cont de acestea observém ci solutia X; nu este optimé si
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prima iteratie trebuie realizata cu pivotul az; = 3 din coloana lui z;. Ast-
fel, vaii_abila artificiali zg piriéiseste baza si in locul ei vine z;, formand
baza B» prezentati in tabelul 2.

Tabelul 1

2 1 8 2 [M] M

Bl Cb b; 1 T I3 T4 s Tg
zs | M 6| 5 E: L T 0
zs | M 2] [3] -1 -4 1|1 0 1
A sM| 2 -1 -8 2| 0 0
A, (M) 8M 1 oM | -11M 3M| 0 0
Tabelul 2

) 1 8 2 A M. M

Bz Cb bi T T2 I3 T4 s Tg
z5 | M 8/3 0| [2/3] -1/3 1/31.11 . 5/3
x| -2 2/3 H-1/3 -4/3 17370 173
A, |8/3M-4/3 0| 1/3 16/3| —~4/31 0} 2/3
A (M 0[2/3M 1{-1/3M|1/33M | 0-8/3M

In tabelul 2 linia A; (M) contine doud elemente pozitive, (ceia ce
denot# ci solutia din T.2 nu este optima) cel mai mare din ele fiind 2/3M.
in coloana lui trebuie ales pivotul urmiitoarei iteratii. Acesta poate fi doar
elementul a2 = 2/3. Cu el realizim iteratia respectiva in rezultatul careia
obtinem tabelul 3 cu baza B3 (z2,71).

Tabelul 3
i, 1 | 8 =2 M | M

Bs | Cp | b; | 21 | Z2 T3 T4 s | Te

Ty T ERET R

2y | -2 | 2 4l e20 4 . 8/2 (ki [1/2]

A T B s i R B R B g Vv T T U

Deoarece in B3 nu mai sunt variabile artificiale, coloanele lor, cat si linia
A; (M) pot fi omise din calcule ulterioare. Linia A; a tabelului 3 contine
un element, pozitiv (A4 = 3/2), adicé in tabelul 3 nu avem solutie optima.
Iteratia a patra se realizeazd cu pivotul az4 = 1/2 si venim la tabelul
simplex final (tabelul 4).

In tabelul 4 avem solutia optima a problemei (toate elementele A, j =
T;4 sunt nepozitive) X* = (0; 2; 0; 4) simin F (X) = F(X*) = —6. #
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Tabelul 4

-2 1 8 -2 M M

[ By [ Co [ b | 21 | %2 | %3 | %4 | 75 | w6
F ) 1 2 -1 1 1 0
T4 -2 4 2 0 -3 1
A 6| -3] 0| -1f 0

Exemplul 1.4. Pentru intretinerea unei specii de pésiri se intrebuin-
teaza doud tipuri de hrand H, §i Ha, in care se contin substante nutritive
- vitamine A, B, C. Cantitatea de vitamine intr-un kilogram de hrand de
fiecare tip, cat i minimumul zilnic necesar pentru intretinerea pasirilor
este prezentat in tabelul 1.2.

Tabelul 1.2
Cantitatea de vitamine Cantitatea minima
Vitamine intr-un kg de hrana de vitamine
H, H, necesari pe zi
A B 1 9
B 1 2 8
C 1 6 12
Costul unui kg 4 6
de hrani

Sd se compund un ration de hrand astfel incat pasarile si primeasca
zilnic cantitafile necesare de vitamine, dar totodata cheltuielile pentru
achizitionarea hranei si fie minimale.

Rezolvare. Formam modelul matematic al problemei, notand prin z; si
zo cantitétile necesare de hrand care trebue procurate. Atunci cheltuielile
totale pentru hrani vor fi

F(X) = 4z, + 6z2 — min,
Totodatd se impun urmaétoarele restrictii

3z; +x2 > 9,
e R I, i
T + 6z > 12,

Modelul obtinut se rezolva prin metoda simplex, dar trebuie prezentat in
form& canonicé prin introducerea a trei variabile noi z3, x4, s (de com-
pensare) care s transforme restrictiile-inecuatii in restrictii-ecuatii. Vom
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avea
F(X) = 4x1 + 6z2 + 0z3 + Oz4 + Oz5 — min,

{ 3z, + 20 —23=9,

1+ 22 —24=8, z;>0, =195
z1 + 6z — x5 = 12,

]

unde z; si T2 sunt variabile de decizie, iar z3, x4, 5 — variabile de compen-
sare. Modelul canonic nu are solutie admisibila de bazid de start. Pentru
a forma o astfel de solutie aplicim metoda bazei artificiale, adaugand la
fiecare restrictie cite o necunoscuti artificiala. In functia obiectiv acestea

se vor adauga cu coeficientii +M, unde M >> 1. Venim la problema
extinsa

F(X) =4z, + 6zq + 0z3 + 0z4 + Ozs + Mzg + Mz7 + Mxzg — min,

1+ 222 -4 +27=8, z;20, =18

3x1+zo —xT3+7T6 =9, it
Ty + 6x9 — x5 + xg = 12,

cu solutia admisibild de bazd de start X; = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 9; 8; 12).
Trecem problema in tabelul simplex si continudm rezolvarea.

Tabelul 1

4 6 0JOJOM[M[M

B1 Cb b,- T Io I3 T4 Ty Tg | T7 | Tg
Tg | M 9] 3 1 19 0] 0| 110 ®
7 | M 8 Fi-{a\sz 0 -17"190:| 0]}i¥is0
g | M| 12| 1| [6] 0] @] 4]0 081
A; 0+ | 4] -6 O-LR0 Y 0 PO e
AT(M) [29M [SM [OM T |[-M |[-M |[-M | 0] 0] ©

Solutia X; din tabelul 1, evident, nu este optimé — in liniile estimatiilor
sunt elemente strict pozitive si cel mai mare dintre ele este 9M-6. Din

12
coloana acestui element alegem pivotul transformaérii: min (% %; F) —

12
5 Elementul pivot este azgs = 6. Cu el se realizeazé o iteratie gaussiand,

in rezultatul cireia se obtine tabelul simplex 2 cu baza By = (s, Z7, Z2),
adicd din baza B, a fost exclus zg, inlocuidu-1 cu z2. In calculele ulterioare
coloana lui xg se omite.
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Tabelul 2

4 6 0 0 0 MMM
Bz Cb b,‘ I T2 I3 T4 Is Tg|T7|T8
Tg| M 7|[17/6] | © -1 0 1/6] 1] 0
z7;| M 4] 2/3 | o ) e 1/3| of 1
zz| 6 25 1/6. 1.1 0 0 -1/6| 0| 0
4 124] -3 |0 0 0 -1| 0] 0
A (M) 11IM|7/2M 1| O -M| -M| 1/2M| 0] 0
Tabelul 3
4 6 0 0 0 M[M[M
B3 Cb b,' I ) I3 Iy s Tg|T7|Tg
x| 4| 4217 1] 0| -6/17 o 1/17 0
z;| M| 40/17 o| 0| 4/17| -1| [5/17] 1
z| 6| 27/17 0| 1| 1/17 o| -3/17 0
5 |330/17+ o| of -18/17] o0]-14/17 0
A7 (M)| 40/17M o| o|-4/17M| -M| 5/17 1 0
Tabelul 4
4 6 0 0 0 M[M[M
B4 Cb b, I I I3 T4 3 Te|T7| T8
T1| 4 2 1[0 5T -1/8 0
zs| O 8 0l 0 4/5|-17/5 1
z2| 6 3 0| 1 1/5| -3/5 0
A 26 o] of -2/5{-14/5 0

Solutia optim& a problemei inifiale se obtine in tabelul 4:
X~ =(2;3; 008 .min F (X)) = F (X*) = 26.

Pisarile vor putea primi cantitétile necesare de vitamine daca intreprin-
derea va procura zilnic cite 2 unitéti de hrand H; si 3 unitati de hrana
H; cheltuind suma minimald de 26 unititi monetare.

Vom clarifica care este semnificatia economica a variabilelor de com-
pensare I3, T4 §i T5 in problema rezolvata. Din prima restrictie a mod-
elului canonic avem: z3 = (3z; +x2) — 9. In varianta optimi 23 =
(3z1 + z3)—9, unde (3z] + z3) constitue cantitatea de vitamind A pe care
intreprinderea trebue si o procure conform planului optim, iar numérul
9 este minimumul necesar de vitaminad A care asigurd o stare normald
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a pasdrilor. §i, asa cum zj = (3-2+41-3) — 9 = 0, conchidem ci
potrivit planului optim, intreprinderea va procura vitamini A exact atat
cat este stabilit de normele veterinare. Aceiasi situatie o avem si pen-
tru vitamina B, fiindca in solutia optimi zj = 0. Ins, dacd ne referim
la variabila de compensare x5, valoarea ei optimd este zf = 8 sau z§ =
(z7 +623) —12 = (1-2+6-3) — 12 = 8, unde (z} +6x3) = (2+6-3)
este cantitatea de vitamina C care se va procura conform planului optim,
iar numérul 12 este cantitatea necesara (minimumul necesar) de vitamini
C pentru functionarea normald a organismului pésirilor. Deci, conform
solutiei optime, cantitatile de hrand H; (2 un.) si Hy (3 un.) asigurd
intreprinderea cu un surplus de 8 unititi de vitaming C si strictul necesar
de celelalte vitamine.

Concluzie. In problema rezolvati variabilele de compensare, in vari-
anta lor optim&, constitue surplusurile de vitamine pe care le va avea
intreprinderea, aplicind un ration optim de hrani pentru pisiri. #

1.8 Probleme propuse

Sa se rezolve prin metoda simplex urmétoarele probleme:

1. F(X) = z1 + 4x2 + 3 — max,
-1+ 222+ 73 <4,
—2xy — 323 — 23 < —6, :Cjzo,j=~1_,_3.
3z +z2 +223 <9,

2. F(X) =y — 29 — 223 — 314 — min,
T1—T2+23+xg <1,
Ty + x4 <5, wj20,j=m.
zo + x3 < 10,

3. F(X) = z1 + x2 + 3 + x4 — max,
4Ty + 229 + 573 — T4 = 5,
ory + 3x2 + 63 —2x4 =5, z; >0, j=1,4.
3z1 + 229 + 43 — x4 = 4,

4. F(X) = 2z) — 3z2 + 5x3 — min,
-z + 2z9 + 23 < 1,
31—$2+2$3_>_5a $3201j=1_,:3--
—T1 + X2 +x3 < 3,
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2 Dualitatea in programarea liniara

2.1 Notiuni privind dualitatea in programarea
liniara

Admitem ca o intreprindere (numiti conventional intreprinderea Nr.1)
dispune de m tipuri de resurse R;, Hs,....R,, din care poate fabrica n
varietdti de produse P, Ps,...,P,. Se stie ci pentru a fabrica o unitate
de produs Pj, j = 1;n se vor consuma a;; uniti{i din resursa R;, i =
I;m; (marimile a;; constitue parametrii tehnologici, acestea caracteri-
zeazd nivelul de asigurare tehnologica al intreprinderii). Se cunoaste cid
venitul de la comercializarea unei unitat{i de produs (de marfd) P; con-
stitue ¢; unitéti monetare. Se cere si se elaboreze un plan de productie,
astfel incat in conditiile date, intreprinderea sd obtind un venit integral
maximal.

Datele problemei se prezinta in tabelul 2.1.

Tabelul 2.1
Produse Cantitati
Resurse disponibile
P P P; P de resurse
Rl ail ais ayj A1n bl
Rg a1 ag2 az; Qaon bz
R«,‘ a1 a2 Qi Qin b,-
R—m Qm1 Am2 avn Amj Omn b
Venitul c1 Co A Cj b G
Planul de I ) z; Tn
productie

Notam cantititile de produse Py, P, ..., P, care se vor fabrica la in-
treprindere, respectiv, prin i, z2,...,Z, §i formam modelul matematic al
problemei. Obtinem:

F(X) = a1z1 + cox2 + ... + cpTyp, — max,

a1171 + 61272 + ... + A1a Ty < by,
a21T1 + A22%2 + ... + Qo Ty < ba,
................................. (2.1)
Am1Z1 + Ap2Z2 + ... + AmnTn = bmv

&5 20, =,
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Aici F (X) este functia obiectiv a problemei gi reprezintd venitul in-
tegral obtinut de la comercializarea productiei; celelalte relatii reprezintd
restrictiile impuse de cantitétile disponibile de resurse cit si restrictiile de
nenegativitate ale marimilor z;, j = I;n.

Admitem acum ci existd un agent economic (intreprinderea Nr.2) care
intentioneazéa sa cumpere toate resursele intreprinderii Nr.1, propunand
vy, um. pentru fiecare unitate de resursi R;, y2 u.m. pentru fiecare
unitate de resursid Ry, ..., ¥ u.m. pentru fiecare unitate de resursi R,,.
Astfel, pentru procurarea tuturor resurselor cumparitorul (intreprinderea
Nr.2) trebuie sa cheltuiascd o suma de S(Y) u.m. pe care gi-ar dori-o si
fie minimala, adica

S(Y)=biy1 +boye +... + bn Y, — min

Intreprinderea Nr.1 are interesul siu: ea vrea si primeascid de la
intreprinderea Nr.2 o sumé nu mai mica decat cea pe care ar fi obtinut-o
de la vanzarea productiei gata. Astfel, daca tinem cont de faptul c& pen-
tru fabricarea unei unititi de marfa de tipul P1 se cer a1;, @21, ..., @Gm1
cantitéti de resurse, venim la concluzia cé suma totald pe care o va cheltm
cumpéritorul (intreprinderea Nr.2) pentru a procura aceste cantititi de
resurse constituie

anyi +e21y2 + ... + AmiYm,
si firese, vinzatorul vrea ca ea si fie n  mai mic# de cét c1 — venitul de la
vinzarea unei unitdti de marfi P;, adi: 3

a11y1 +a1y2 + ... + AGm1Ym = €1,

In caz contrar pentru intreprinderea Nr.1 nu ar fi convenabili vanzarea
resurselor disponibile.
In mod analog se obtin si relatiile

ajay1 + az2y2 + ... + Amolym = C2,

A1nY1 + G2pY2 + ... + An¥Ym = Cn.
Astfel, tinind cont de interesele ambelor pérti (vinzétor si cumpéritor)
in rezultatul anumitor “tratative”, obtinem c noud problemd de progra-
mare liniara

S(Y) = biy1 + bayz2 + ... + bpYm — min,
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any1 +any2 + ... + ¢miYm = C1,
a1z + a22y2 + ... + Am2Ym = Ca,
................................. (2.2)

a1nY1 +a2pY2 + ... + GnYm = Cn,
% Z0.9="1;m.

Aceasta se numeste problema duald asociatid problemei initiale (care in
cele ce urmeazi se va numi problemd primald), iar ambele formeazi o
pereche numité cuplu de probleme in dualitate. Mentionim aici ci fiecirei
restrictii 4 din problema primali, adicd fiecarei resurse R; i se asociazi o
variabild y;, numitd variabild duald. Problema (2.2), fiind o problemi de
programare liniard, se rezolvi prin metoda simplex. Valoarea optimi a
variabilei duale y; corespunzitoare resursei R; se numeste estimatie duald
a acestei resurse.

Astfel, din informatia care se contine in tabelul 2.1 s-au obtinut doui
probleme de programare liniard care modeleazi doud posibilititi diferite
de utilizare a resurselor disponibile. Aceste probleme au caracter au-
tonom, adicid pot fi formulate independent una de alta (initial se putea
formula problema a doua) si pot fi rezolvate in mod autonom. Totodati
ele sunt legate printr-un sir de relatii si proprietiti fundamentale care im-
pun ca in multe situatii si fie examinate impreuni. Observam, ci criteriile
de optimalitate, cit si semnele restrictiilor in problemele (2.1) si (2.2) sunt
reciproc opuse.

S-a stabilit, c& pentru orice problema de programare liniard se poate
construi o altd problema de programare liniard numita duala celei initiale.
Astfel se constitue principiul dualitdtii in programarea liniari. Perechea
de probleme (2.1) si (2.2) poarté denumirea de cuplu de probleme in du-
alitate.

Daci un cuplu de probleme poate fi prezentat in forma (2.1) si (2.2)
atuci se spune cé ele sunt simetrice in dualitate. Dacd insd in sistemul
de restrictii a problemei primale sunt si ecuatii (adici restrictii cu semnul
“=") sau careva variabile nu sunt supuse restrictiei de nenegativitate,
atunci construind duala acestei probieme vom obtine un cuplu nesimetric
de probleme in dualitate.

2.2 Reguli de formare a problemei duale

Conceptul de dualitate ocupd un loc central in programarea liniari.
Conform acestui concept fiecirei probleme de programare liniard numits
initiald sau primald i se poate ataga o alti problemi de programare
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liniard numitd duald. Dualitatea ofera un gir de posibilititi importante
pentru o analizi ampld si profunda a multor situatii din domeniul econo-
miei.

Fie datd o problemé& de programare liniard in formi generald

F(X) = ¢+ c1zy + cax9 + ... + cuZy — max (min),

[ anz + a2z + ... + a1pn < by,

a;1xy + apxs + ... + appT, < b,
| 1071 +ai41,272 + .. + Q141,07 2 by,

(2.3)

.................................

L @m1Z1 + @m2T2 + ... + AmnTm = by,

zj 20, j=T11¢ t<n.

Consideram ci (2.3) este problema primala.
Problema duald se formeazd prin urmétorul algoritm:

1. Restrictiile-inecuatii ale problemei primale se aduc in concordanti
cu functia obiectiv, adici dacd in problemi se cere maximizarea
functiei obiectiv (max F(X)) atunci toate restrictiile-inecuatii tre-
buie sd aiba semnul “<”; daca se cere minimizarea functiei obiectiv
(min F'(X)) atunci restrictiile—ine?uatii trebuie si fie cu semnul “>”.
In cazul cind careva restrictie-inecuatie nu este in concordantid cu
functia obiectiv atunci aceasta se va inmulti cu “-1”. Restrictiile-
ecuatii se lasid neschimbate.

2. Fiecarei restrictii 7 din problema primald i se atageazi céte o noud
necunoscutd y; numitd duald; necunoscuta duali atagati unei
restrictii-inecuatii va fi supusd conditiei de nenegativitate, iar ne-
cunoscuta duald atagata restrictiei-ecuatie nu va fi supuséd conditiei
de nenegativitate (se spune “far# restrictie de semn” — f.r.s.).

3. Functia obiectiv a problemei duale se scrie
S(Y) = co + biyr + baya + ... + dmYm,

unde ¢p este termenul liber din functia obiectiv a primalei;
Y1, Y2, - - - Ym — Decunoscutele problemei duale;
b1, b2, ..., by — termenii liberi din restrictiile primalei.
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4. Dacd in problema primald F(X) — max, atunci in problema duala
S(Y) — min; dacd F(X) — min, atunci S(Y) — max.

5. Matricea coeficientilor necunoscutelor sistemului de restrictii a dua-
lei este matricea transpusa a coeficientilor necunoscutelor sistemului
de restrictii a primalei.

6. Toate restrictiile problemei duale se scriu in concordanti cu functia
obiectiv a dualei.

7. Coeficientii necunoscutelor functiei obiectiv a primalei servesc ca
termeni liberi in restrictiile dualei.

Exemplul 2.1. Sa se formeze problema duald pentru urmatoarea
problema de programare liniara

Z(X) = 4z, + 2z9 + 5T3 — min,

271 + 3z — 23 < 7,

T + 2x2 + 223 > 5,

3z1 —z2+ 223 < 4,
Zj ?.Ov j—_-'].,—3-

Rezolvare. Prima gi a treia restrictie se inmultesc cu -1 pentru a le pune
in concordant’ cu functia obiectiv. Astfel problema primald obtine forma

Z(X) = 4z, + 2z2 + 5z3 — min,

-2z — 322 + 23 217, Y1
z1 4+ 2z5 + 23 = 5, Ys
—321 + 22 — 223 = -4, Y3

Form&m problemé duald conform regulilor de mai sus i primim
S(Y) = —7y1 + Sy2 — 4ys — max

cu restrictiile
=21 +y2 —3yz < 4,
=3y +2y2 +y3 < 2,
Y1+ 2y2 —ys < 5,
Yi > 0: 1=1,3. #
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Exemplul 2.2. Sa se scrie problema duala pentru urméatoarea prob-
lema de programare liniard

Z(X) =z — 3z2 — 4z3 + 374 — min,

521+ Txa +2x3 +3x4 =T, Y1
3Ty + 5z + 311:2_-_4- x4 = 10, Y2
z; >0, j=T4.
Rezolvare.
S(Y) = 7Ty; + 10y — max,

5y1 =+ 3!12 < 1,
Tyl i 5y2 < _33
2‘!]1 = 3y2 < _4$
3y1 +y2 <5,

unde ¥, si y2 sunt fira restrictii de semn (fr.s.). #

Evident, duala dualei este problema primald. Existd situatii in care
una din problemele cuplului se rezolvd mai simplu. In asemenea cazuri
este rational si se rezolve anume aceastd problema, (fira a o rezolva si
pe cealaltd) dupd ce, in baza relatiilor dintre solutiile optime ale cuplului
(care vor fi prezentate mai jos) se determina si solutia optimé a celeilalte
probleme din cuplu.

2.3 Teoreme ale dualitatii ‘

Fiecare din problemele unui cuplu este autonoma si, prin urmare, poate fi
rezolvatd separat prin metoda simplex. Insa teoria dualitatii (care constd
dintr-un set de leme si teoreme) pune la dispozitie citeva proprietéti si
relatii fundamentale dintre problemele cuplului prin care se simplificd de-
terminarea solutiilor optime ale problemelor din cuplu. Prezentim (fira
demonstratie) citeva din teoremele dualitatii.

Teorema 2.1. Dacd una din problemele cuplului are solufie optimd,
atunci si cealaltd problemd din cuplu dispune de solufie optimd si valorile
optime ale functiilor obiectiv coincid, adicd max F (X) = min S (Y), sau

F(X*)=8(Y"), (24)
adica
az] + 2Ty + ... + en Ty, = b1y +bays + ... + by, (2.5)
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Dacd, insd, una din problemele cuplului nu are solufie optimd, atunci
sisternul de restricfii din cealaltd problema este contradictoriu (adicd nici
aceastd problemd nu are solutie optima).

Sensul economic al primei teoreme: Planul X* = (z,,73,...,7,) de
productie a marfurilor gi setul Y* = (y1,y2, ..., ¥mn) de estimatii ale resur-
selor disponibile devin optime doar in cazul in care venitul de la comer-
cializarea productiei calculat prin preturile pietei ¢;, ¢z, ..., ¢, (cunoscute
pani la rezolvarea problemei) este egal cu costul resurselor consumate
pentru a fabrica productia, cost calculat prin preturile interne (numite si
“preturi umbrd”) y3,v3,..., Y5, (care se determind doar dupé rezolvarea
problemei si, prin urmare, valabile doar pentru conditiile intreprinderii
examinate). Pentru toate celelalte solutii admisibile X si ¥ venitul de la
vinzarea productiei nu depégeste cheltuielile resurselor consumate, adica

F(X)<S(Y).

Prin urmare mirimea S(Y) — F (X) constitue pierderea suportatd de
intreprindere in functie de programul de activitate (X)) si de estimatiile
(Y) pentru resursele disponibile. Din prima teoremi rezultd cé, dacid
se aplici planul optim de activitate (X*) si estimatiile optime (¥Y™) ale
resurselor disponibile atunci pierderile de productie sunt nule.

Din punct de vedere economic, sensul primei teoreme poate fi inter-
pretat si astfel: pentru intreprindere este indiferent cum sa procedeze —
sau si producd marfi conform planului optim X™* si si obtind astfel venit
maximal in valoare de F (X*) unitdti monetare, sau sa vinda resursele
disponibile cu preturi optime Y* si si obtind de la vinzare o suma S (Y*)
egald cu F (X*). Deci preturile umbri constitue un instrument de echili-
brare a venitului obtinut de la comercializarea unei unitati de produs si
a cheltuielilor pentru resursele necesare la fabricarea aceastei unitatati de
produs.

Trebue totodatd de avut in vedere cd semnificatia economicid a vari-
abilelor duale y1,¥2, ..., Ym este determinaté de tipul si structura proble-
mei, adici au caracter si relevantd locala si deaceea sunt valabile numai
pentru modelul din care rezultd. Prin urmare atributul lor de “pret”
trebue inteles doar in sensul de evaluare. L.V.Cantorovici le-a numit
“estimatii obiectiv determinate” (of6bekTHBHO 0GyCIIOBJICEHbIE OIEHKH).
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Teorema 2.2. (Teorema ecarturilor complementare). Conditiile necesa-
re gi suficiente ca solufiile admisibile

X*== (2], 23, 550 Y HEN A 1)

ale unui cuplu de probleme in dualitate sa fie si solufic optime pentru
aceste probleme sunt:

n
y: zaij:r;- = b,‘ =0,1= 1, 2T, (26)
=1

m
i (Bi-a) -ts-rzen wn
i=1

Din relatiile (2.6) si (2.7) conchidem, ci dacd careva inecuatie din
sistemul de restrictii nu devine egalitate in solutia optimé, atunci compo-
nenta respectivd din solutia optima a dualei trebue si fie egald cu zero;
daci insi careva componentd a solutiei optime a uneia din problemele cu-
plului este pozitivi, atunci restrictia respectivi din problema duald trebue
si se transforme in egalitate. Adica, dacd pentru careva valoare a lui i
avem y; > 0 atuci

n 1
-

E Qi T;|= b;,
|

=1

n
iar dacd ai;T; < b;, atunci y} = 0. Daca pentru careva valoare a lui j
Jj=1
avem zj > 0, atunci

m

oo 5
§ :“ijyi = Oy
i=1

m
dac¥ insd Y a;;y; > 0, atunci zj = 0.

i=

Teorema 2.3. Considerdm problema (2.1) de utilizare optimd a resur-
selor disponibile (problema de productie). In ea functia F (X) reprezintd
venitul pe care-l va obfine intreprinderea de la comercializarea producties
fabricate. Tindnd cont de relafiile (2.4) si (2.5) putem scrie:

F(X*) = biyi +boyz + ... + bmyp, (2.8)
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unde F (X*) este valoarea mazimd a venitului, by, bs, ....b,, — cantitdtile
disponibile de resurse, tar y3,ys3, ..., Ys, — prejurile umbrd respective pentru
aceste resurse.

Continutul teoremei a treia se exprimi prin relatia:

oF (X*) i
_—(%i——y,-,z—l,m, (2.9)
din care conchidem c& valoarea optima a variabilei duale y; este egald cu
cregterea functiei obiectiv cauzati de o crestere mici a cantititii resursei
respective. Dacd in (2.9) punem 8b; =~ Ab; si 9F; (X*) = AF;(X"*),
atunci venim la egalitatea

AF (X*) y! sau yfAb; = AF; (X*)
Ab;

si pentru Ab; = 1 obtinem y! = AF; (X*). Prin urmare, valoarea optimd
a estimatiei duale y! este numeric egald cu cresgterea AF; (X*) a functiet
obiectiv cdnd cantitatea resursei respective b; creste cu o unitate.

Prin aceasta se confirma, ci estimatiile duale y7, 3, ..., ¥, au sens de
preturi, care, {indnd cont de specificul lor deosebit, au fost numite prefur:
umbrd (prefuri interne sau estimatii marginale ale resurselor).

Formulim acum rezumativ cateva proprietdti importante, care reiese
din teoremele dualitatii:

1. Din prima teorem# avem: conform planului optimal de lucru al
intreprinderii toate cheltuielile de productie, calculate prin preturile
interne (preturile umbrd) coincid numeric cu venitul optim de la
comercializarea productiei, calculat prin preturile externe (adica
preturile pietei). Prin urmare, estimatiile duale y;, i = 1;m con-
stituie un instrument de balansare a cheltuielilor de productie si
rezultatele obtinute de la vinzarea acesteia.

2. Din teorema a doua: estimatiile duale pot fi utilizate in calitate de
masurd a nivelului de deficit pentru resursele disponibile — daci pen-
tru resursa R;, i = 1;m estimatia respectiva y; are valoare pozitivi,
atunci toatd cantitatea disponibild a resursei R; se consumi pentru
realizarea planului optim si aceastd resursi este considerata defici-
tard (in sens cé intreprinderea nu poate sa-gi continue activitatea si
sé~-gi mareasca venitul fiindca ii lipseste resursa R;). Daci, insi, pen-
tru indeplinirea planului optimal nu s-a consumat toatd cantitatea
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disponibila a resursei R; ci doar o parte din ea, atunci restul rimas
neutilizat se considera surplus, adicd cantitatea acestel resurse este
excedentarid. In acest caz resursa R; este nedeficitard, iar estimatia
ei duald este egali cu zero. Deci resursa deficitard (se consuma3 total
pentru realirea planului optimal) are estimatie pozitivi, iar resursa
nedeficitard (excedentard) are estimatie nula.

3. Prin aplicarea estimatiilor duale poate fi stabilitd oportunitatea fab-
ricarii unuia sau altui tip de produse, adica, estimatiile duale pot
servi in calitate de masura a rentabilitatii fabricdrii productiei de
anumit tip.

2.4 Rezolvarea simultanad a unui cuplu de probleme
in dualitate

O legaturda importantd intre problema primara si problema duald o
constituie corespondenta dintre solutiile lor de baza.

Consideram cuplul de probleme in dualitate (2.1) si (2.2) si aducem
fiecare problemad la forma ei canonica

F(X) = 121 + Ca%a+is 4 Can — MAX,

a11Z1 + a12%2 + ... + Qipln < by,
a2171 + @22%2 + ... t+ @2nTp < bz,

................... fapiipis - - (2.10)
am1Z1 + am2aZ2 + - + GnTn < b,
IJ'ZO, j=1,ﬂ.
S(Y) = biys + bay2 + ... + by ym — min,
anyr +anyz + ... + Gmiym 2 ¢,
ai2y1 + azyz + ... + am2ym = C2,
................................. (2.11)

ai1ny1 + aaYs + g + @mnYm = Cn,
¥i 20, i=1m.|

7

Pentru aceasta, in restrictiile problemei (2.10) 3 ayz; < b;, i=1;m
i=1

trebuie introduse m variabile nenegative T,41,Zn42, ... Tn+m (cate una

m
in fiecare restrictie), iar in restrictiile problemei (2.11) )" a4y > ¢j, j =
=1
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1,7 — n variabile nenegative Ym 41, Ym+2s - Ym4n. S¢ demonstreaza ca
existda urmatoarea corespondenti biunivoca dintre variabilele problemelor
cuplului

Tabelul 2.2

Variabilele problemei primale
Variabile initiale Variabile de compensare
1 T2 Z; Tn Tn+1 Tn+2 Tn4i Tn+m
! 1 1 | ! ) ! 1
Ym+1 | Ymi4+2 | Ym+i | Ym+n V1 Y2 Yi Ym
Variabile de compensare Variabile initiale
Variabilele problemei duale

Din teoremele formulate mai sus urmeazi concluzia, cd dacid prob-
lemele cuplului dispun de solutii admisibile de bazi, atunci fiecirei solutii
de bazid a problemei primale ii corespunde o solutie de bazi a problemei
duale. Variabilelor bazice din problema primald le corespund variabile
nebazice in problema dualid. De asemenea, variabilelor nebazice din prob-
lema primald le corespund variabile bazice ale problemei duale. Aceastid
corespondentd dintre componentele solutiilor de baza ale cuplului de prob-
leme in dualitate se numeste proprietate de complementaritate a solutiilor.

Proprietatea de complementaritate este valabild si pentru solutiile
problemelor cuplului: daci o solutie de bazé este admisibild, atunci solutia
respectivii de bazé a celelalte probleme din cuplu nu este admisibila. Doar
pentru solutiile optime X* si Y*se verifici simultan criteriul de admisi-
bilitate si valorile functiilor obiectiv sunt egale F (X*) = S (Y™*).

La fiecare iteratie algoritmul simplex identificd simultan o solutie de
bazi X pentru problema primald si solutia ¥ pentru problema duala.
Dacsd X nu este optimi pentru problema primald, atunci ¥ nu este ad-
misibild pentru problema duald.

Se demonstreazi ci prin aplicarea algoritmului simplex, problema pri-
mal3 i cea duald se rezolvd simultan, astfel incat in tabelul simplex final
al rezolvirii uneia din ele se contine atét solutia optima a problemei pri-
male (duale) X* (Y*) pe coloana vectorului termenilor liberi By (aceasta
coloand se mai noteazi si prin b;), cat si solutia optimd a problemei duale
(primale) pe linia A; a tabelului. Componentele solutiei optime a dualei
se afli la intersectia liniei A; cu coloanele vectorilor care au format baza
initiald, dar coeficientii din functia obiectiv ai variabilelor din baza initiala
si fie egali cu zero (deseori acestea sunt coloanele necunoscutelor de com-
pensare sau/si ale necunoscutelor artificiale unde se pune M = 0).
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2.5 Sensul economic al variabilelor dﬁale

Mai sus s-a mentionat cd semnificatia economici a variabilelor duale
se determind In functie de tipul problemei. Vom examina urmaitoarele
probleme

Exemplul 2.3. O intreprindere dispune de trei resurse: R; — forte
de munca (om/ore), Ry — semifabricate (u. f) si Rz — capacititi de
productie (u. f.) si planificd s& fabrice patru feluri de articole A;, Az, A3
gi A4, utilizdnd resursele disponibile. Consumul necesar de resurse pentru
fabricarea unei unitati de fiecare tip de articol, cantitdtile disponibile de
resurse cat si venitul obtinut de la vanzarea unei unitdti de articol de
fiecare fel sunt prezentate in tabelul 2.3.

Tabelul 2.3
Tipul de Consumul de resurse penssu_[%bricarea. Cantitati
resurse upéi unititi de articol disponibile
A, im o TAr el 1A, de resurse
Ry 2.5 25 n2 2 270
Rs 1 10| '5 5 550
R3 8 7 6 9 750
Venitul unitar 80 70 120 90
Planul I To | T3 T4

S4 se determine planul optimal de p{roduct;ie pentru intreprindere si si
se realizeze analiza economica a solu;iéi obtinute.
Rezolvare. Formam mai intli modelul matematic al problemei propuse
i totodatd modelul problemei duale, necesar pentru analiza economici.
Notam:

z1 — numarul de articole de tipul A;, care urmeazi a fi fabricate;

x5 — numirul de articole de tipul As, care urmeazi a fi fabricate;

z3 — numérul de articole de tipul A3, care urmeaza a fi fabricate;

x4 — numarul de articole de tipul A4, care urmeaza a fi fabricate.
Acum venitul total care se va obtine de la comercializarea productiei fab-
ricate la intreprindere se exprimé prin functia

F(X) = 80z; + T0z3 + 120z3 + 90z4 — max, (2.12)
urmatéi de restrictiile impuse de cantititile limitate de resurse disponibile

2,51 + 2,525 + 3z3 + 224 < 270,
4xy + 10xz3 + 523 + 5z4 < 550, (2.13)
8:51 + 7:52 1 6:1:3 + 9224 < 750,
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z; >0, j=1,4. (2.14)

Relatiile (2.12)-(2.14) constitue modelul matematic al problemei propuse
spre rezolvare. Forma canonicd a acestul model (pe parcurs se va mai
numi gi modelul problemei primale) este:

F (X) = 80z, + 70z2 + 12023 + 90z4 + Ozs5 + Oz + Oz7 — max,

2,521 + 2, 5% + 3x3 + 224 + T5 = 270,
4z, + 102 + S5T3 + 5T4 + xT6 = 530, (2.15)
81:1 + 7:1:2 -+ 61‘3 o QI4 + Ty = 750,

z; 20, j=1T.
Duala problemei (2.12)-(2.14) este urmatoarea:
S (Y) = 270y; + 550y; + 750y3 — min, (2.16)

2,5y + 4y2 + 8ys = 80,
2,5y1 + 10y2 + Tys3 = 70,
3y1 + 5y2 + 6y3 > 120,
2y; + 5y2 + Yys = 750,
i =20, i=13, (2.18)
Forma canonic# a modelului (2.16)-(2.18) este

S (Y) = 270y, + 550y + 750ys + Oyg + Oys + Oys + Oyy — min,

2,511 + dyo + 8ys — ya = 80,
2,5y1 + 10y2 + Tys —ys = 70,
3y1 + Sy2 + 6ys — ye = 120,
2y1 + 5y2 + 9ys — y7 = 750,

% =0,1=1,7.

(2.17)

(2.19)

in modelul canonic al problemei primale variabilele initiale x1,z2,23 si
z4 sunt variabile de decizie, ele reprezinta cantitagile de produse care
se vor fabrica la intreprindere si prin ele se formeaza valoarea venitului
acestei intreprinderi. Celelalte variabile, adici x5, s §i 7 sunt variabile
de compensare si valorile lor nu au nici un impact asupra valorii functiei
obiectiv: acestea se asociazi respectiv cu una din resursele disponibile
Ry, Ry, Rs. in modelul canonic dual variabilele de decizie sunt y1,y2, y3,
iar cele de compensare sunt ya, ¥s. ¥s §i Y7-

In tabelul ce urmeazi se prezinti rezolvarea prin metoda simplex a
problemei primale (2.12)-(2.14).

48



Tabelul 2.4

80 70 120 90 0 0 0

B Cb b,‘ I ) I3 T4 Is Zg e d
zs| O 270] 2,5] 25 [3] 2 il 0 0
Tg 0 550 4 10 5 5 e | 0
T 0 750 8 7 6 9 ol O 1
A; 0] -80| -70[-120 7 =90 || 0] 0 0
x3 | 120 90| 0,833]0,833 110,667 0,333 O 0
Te 0 100 | 0,167 | 5,833 011,667 -1,667 | 1 0
zz| 0| 210] 3,0/ .20 0| [5,0] 20| 0 1
Aj 10800 20 30 0] -10 1]] 40] O 0
z3z | 120 62| 0,433 | 0,567 1 0 0,6, 0]-0,133
g 0 30| -1,167 | 5,167 0 0 -1 1)-0,333
z4| 90 42 0,6 0,4 0 i 04| O 0,2
A_j 11220 26 34 0 0 36| 0 2
g Lo Vi ol cllatibai Ut o aciline inlli« U3 cochlin] s il

In ultimul tabel toate elementele A; sunt nenegative, prin urmare
in acest tabel sunt prezente solutiile optime pentru ambele probleme ale
cuplului. Solutia optimé pentru problema primala este:

X* =(27=0;72520; 23 = 62;. 7% = 48; z5==0; x5 = 30; z7:58)
si maxF (X)=F(X*)=11220.

Solutia optiméa a problemei duale:

Y*=(y] =36,y3 =0; y3 = 2; y3 = 26; y5 = 34, yg = 0; y7 = 0)
si minS(Y)=85({")=11220.

Aici se inchee faza matematica In rezolvarea problemei.
Pentru prima grupa avem urmatoarele relatii dintre variabilele prima-

le-duale:
Ts Teg Ty

byiiid 5ed

i Y2 Y3

Urmeaza analiza economica a solutiilor obtinute, utilizind estimatiile
duale. Vom examina doud grupéri ale variabilelor problemelor cuplului:

1. variabilele care se refera la cantitatile disponibile de resurse (vari-
abilele de compensare);
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2. variabilele care exprimai cantititile de articole planificate pentru fab-
ricare (variabilele de decizie). #

2.5.1 Resurse deficitare si nedeficitare. Preturi umbra

Examinam sistemul de restrictii (2.15) din problema primali. Din
prima ecuatie a acestui sistem avem

x5 = 270 — (2, 5z1 + 2,5z + 3z3 + 274) ,
iar in conditiile programului optim de activitate
x5 = 270 — (2,527 + 2,5z3 + 3z3 + 2z%) . (2.20)

In (2.20) numarul 270 constitue volumul disponibil al resursei Ry, iar ex-
presia din paranteze — partea acestei resurse care se consuma pentru a
realiza planul optim de productie. Prin urmare z} constitue diferenta
dintre cantitatea totald disponibild de resursia R; si acea cantitate din ea
care se consumé pentru a realiza planul optim. Dacé punem in (2.20) va-
lorile optime ale variabilelor de decizie din problema primala z] = 0,25 =
0,z3 = 62,x§ = 42 obtinem z3 = 0, ceea ce inseamna c# toata cantitatea
disponibild a resursei R; a fost utilizata pentru a realiza planul optim de
productie. Totodatd observdm ci valoarea zf = 0, se regisegte in vec-
torul X* (componenta a cincea). Prin urmare, pentru a stabili cum se
valorifucd resursele disponibile la indeplinirea planului optim de productie
este suficient de examinat valorile variabilelor de compensare din solutia
optimd X*, si dacd componenta ei z;,,;, = 0, i = 1;m, atunci resursa
respectivd R; se consumi total pentru a realiza planul optim, iar daca
z;,; > 0, atunci cantitatea disponibild a resursei R; nu se consuma in
intrejime pentru realizarea planului optim, adica o parte din ea, §i anume
z; . ; unitdti, rimine neutilizatd si constitue surplus. Deoarece in prob-
lema rezolvatd zg si z7 se referd la resursele Rj si R3, respectiv (a se vedea
(3.4)), iar din solutia optimd X* avem z§ = 30 si z7 = 0 venim la con-
cluzia, cd dupa realizarea planului optim din volumul total de 550 unitati a
resursei Rz au rimas neutilizate 30 unitati, adicd intreprinderea dispune
de un surplus al acestei resurse. Resursa R3 se utilizeazad in intregime
(il!; = 0)

Resursele, cantitdtile cdrora se consumd in intregime pentru realizarea
planului optim de productie se numesc deficitare (sau resurse rare), iar
resursele care nu se consuma complet se numesc resurse nedeficitare.
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In problema rezolvati resursele R; si R3 sunt deficitare, iar resursa
R; este una nedeficitard. Aici conceptul “resursd deficitard” gi “resursi
nedeficitard” are un specific aparte. S-a convenit si se numeasca “defici-
tari” acea resursa a intreprinderii lipsa careia sau micgoraea cantititii ei
disponibile provoaci nerealizarea planului de productie sau diminuarea
venitului intreprinderii. Totodaté, o resursa se numeste “nedeficitard” nu
din motiv ci in stoc cantitatea ei este nelimitata (cantitdtile resurselor
sunt limitate de marimile b;), dar din cauza cd nu toatad cantitatea ei
disponibild se utilizeazd pentru realizarea planului optim. Resursa se
numegte nedeficitara fiinded aceasta nu constitue o piedicid pentru cregte-
rea in continuare a venitului; piedica o constitue resursele deficitare fiindca
cantitdtile lor se consuma in intregime si din aceastd cauzid procesul de
productie se stopeaza.

Conform principiilor dualitétii, variabilelor de compensare x5, Tg, T7
din problema primali le corespund respectiv variabilele de decizie ale
problemei duale vy, ¥2, y3- In varianta optima acestea sunt marimile y; =
36, y3 = 0 5i y3 = 2 si constitue estimatiile optime pentru resursele
disponibile, care, dup& cum s-a mentionat mai sus, se mai numesc si
preturi umbra ale resurselor. Observam cé preturile umbri ale resurselor
deficitare R; si R3 sunt diferite de zero (strict pozitive), iar preful umbra al
resursei nedeficitare Ra este egal cu zero. Dupéd cum urmeaza din teorema
a treia, pretul umbra y; al resursei R; aratd cu cat se modifica valoarea
optima a functiei obiectiv F' (X*) atunci cind cantitatea resursei R; se
schimbd cu o unitate (mai jos vom vedea ci aceastd afirmatie este vala-
bild doar pentru anumite limite de variatie a cantitatii resursei R;). Deci,
prin preturile umbra se poate stabili contributia (aportul) fiecdrei resurse
(adica fiecarei restrictii) la formarea venitului maximal. Prin valoarea
pretului umbrd se masoard si nivelul de deficit al resursei, prin urmare
determina “importanta” acesteia in formarea venitului optim. in prob-
lema rezolvatd avem yj = 36. Aceasta inseamni ci resursa R; (c#rea ii
corespunde ¥, ) este deficitard si cregterea cantitétii ei disponibile cu o uni-
tate aduce la venitul optimal un adaus de 36 unitdti monetare (respectiv
— diminuarea cantitatii disponibile a resursei B; cu o unitate va micgora
venitul optimal cu 36 u.m.). Pretul umbri pentru resursa Ry este zero
(y3 = 0), deci ea este nedeficitard si modificarea cantititii ei disponibile
(pind la anumite limite) nu schimbd valoarea venitului optimal. Pretul
umbré al resursei R3 este y3 = 2, adica H3 este tot deficitard, dar cota ei
de influentd asupra venitului este mai mica decit cea pe care o are resursa
R,.
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Astfel, am determinat care este sensul economuic §i interpretarea fi-
eciirei variabile de compensare x5, Zg,z7 a problemei primale, cat si ale
estimatiilor duale corespunzétoare ¥, ¥2, y3 (care sunt variabile de decizie
in problema duald).

2.5.2 Costuri reduse

In continuare vom examina a doua grupé de perechi de variabile

I T2 T3 T
S W O | (2.21)

Vi Y5 Y V7

Aici x,, =2, T3 §i T4 constitue cantititile de articole de fiecare tip plan-
ificate pentru fabricare, iar y4, ¥s, ¥ si y7 — estimatiile duale respective
ale acestor cantititi. Din solutia optimé prezentati mai sus urmeaza
cé Intreprinderea va obtine un venit maximal in valoare de 11220 u.m.,
dacd nu va produce articole de tipul A;, (z; = 0) si A2, (z2 = 0), dar va
produce doar articole de tipul A3 in cantitate de 62 unitati (z3 = 62) si
articole de tipul A4 in cantitate de 42 unititi (z} = 42). Pentru a stabili
care este cauza ca planul optim de productie “nu recomanda” fabricarea
articolelor de tipul A, si A», adicii variabilele de decizie z, §i x5 ale prob-
lemei primale nu sunt componente bazice in solutia optima, vom apela la
estimatiile duale corespunzitoare din solutia Y*. Aici variabilei primale
z7 1i corespunde estimatia duald y}, iar lui z3 1i corespunde yZ. Din prima
ecuatie a sistemului canonic de restrictii (2.19) al problemei duale putem
scrie:

vz = (2,597 +4y5 + 8y3) — 80 (2.22)

Aici expresia din paranteze constitue cheltuielile pentru cantititile de
resurse consumate la fabricarea unei unitati de articol A; (cheltuieli cal-
culate prin preturile umbré ale resurselor), iar 80 este mérimea venitului
care se va obtine dacd aceastd unitate s-ar vinde. Inlocuind in (2.22)
Y1 = 36,y3 = 0,y3 = 2 obtinem

yi=(2,5-36+4-0+8-2)— 80 =106 — 80 = 26. (2.23)

Din (2.23) constatam, ca cheltuilile pentru fabricarea unei unitati de ar-
ticol A; sunt egale cu 106 u.m., iar venitul de la vinzarea acestei unititi
este 80 u.m., adici cheltuilile de productie depasesc venitul cu 26 u.m.
Astfel venim la concluzia ci estimatia duald yj constitue diferenta dintre
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costul de productie al unei unitdti de articol si venitul pe care il aduce
aceastd unitate. Este evident, ci dacid cheltuielile depagesc venitul, adica
daca estimatia duald yi > 0, atunci fabricarea acestui tip de articole
nu este convenabila pentru intreprindere. Prin urmare, planul optim de
productie X* “nu acceptd” fabricarea articolelor de tipul A4, (z] = 0)
fiindca producerea lor nu este convenabili; acest lucru se denota prin fap-
tul ci estimatia dualid corespunziitoare variabilei primale z; (a se vedea
schema (2.21)) este strict pozitivd y; > 0. Mai mult ca atit, valoarea
lui y} aratd cat ar pierde intrprinderea din venitul sidu optim, dacd ar fi
obligata sa produca totusi o (una) unitate de articol 4,, adicad acest venit
ar scidea cu 26 u.m. Prin urmare, fabricarea articolelor de tipul A; ar de-
veni rentabild dacéd pretul de vénzare a acesteia (c; = 80) s-ar majora cu
o valoare Ac; > 26. In mod analog se explicd si faptul ca planul optim nu
prevede nici fabricarea articolelor de tipul A;. La fabricarea unei unitagi
de acest tip de articole cheltuielile ar depési venitul cu 34 u.m. (yg = 34).

Deci, in cazul in care estimatia duald a cdruiva tip de articol planificat
pentru fabricare este strict pozitivd, acest articol este nerentabil pentru
intreprindere gi nu se include in planul optim de productie.

In continuare examinam estimatiile duale yg si 7. Conform schemei
(2.21) acestea corespund variabilelor primale z3 si x4 respectiv. Din
ecuatia a treia a sistemului (2.19) avem

¥e = (3y1 + 5y2 + 6ys) — 120
si pentru solutia optima Y™

ve = (3y1 + 5y3 + 6y;) — 120 =
=(3-36+45-0+6-2) —120 = 120 — 120 = 0. (2.24)

Aici, ca si In primele doud ecuatii ale sistemului (2.19) expresia din paran-
teze constitue valoarea cheltuielilor pentru resursele consumate la fabri-
carea unei unititi de articol As, iar 120 este venitul de la vinzarea acestei
unitati. Prin urmare, yg este diferenta dintre cheltuielile de productie
i venit si, deoarece yg = 0, rezultd cd venitul acoperid cheltuielile de
productie si astfel fabricarea articolelor de tipul A3 este convenabilé pen-
tru intreprindere, fapt ce se cofirmi i de planul optim de productie X*,
unde z3 = 62. Deorece si y3 = 0 putem afirma cé si producerea articolelor
de tipul A; deasemenea este rentabild; aceasta se confirma gi de planul
optim X* unde avem zj = 42.

Adicd, dacd estimatia duald a unui tip de articol este egald cu zero,
atunci fabricarea acestui tip de articole este rentabild pentru intreprindere.
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Prin urmare, estimatiile duale de compensare, in varianta lor optima,
aratd cu ce valoare cheltuielile de productie pentru o unitate de articole
depiéisesc venitul de la comercializarea acestei unitdti. Aceste estimatii
poarta denumirea de costuri reduse ale produselor planificate pentru fab-
ricare.

Rezultatele obfinute din analiza solutiei optime a problemei formu-
late mai sus impreuna cu solutia optimé a problemei duale respective ne
conduce la urmitoarele concluzii

Pentru o problemé de productie (de utilizare optima a resurselor) in
care intreprinderea are toata libertatea de a lua decizii In activitatea sa,
avem (tabelul 2.2):

1. Valorile optime ale variabilelor de decizie in problema primali re-
prezint# cantitétile de produse care trebue fabricate pentru a obtine
venit maximal;

2. Valorile optime ale variabilelor de compensare din problema primalia

constitue cantititile de resurse rimase neutilizate dupa realizarea
planului optim de productie;

3. Valorile optime ale variabilelor de decizie din problema duali re-
prezintd estimatiile resurselor; deci prefurile umbrd ale resurselor
disponibile. Prin intermediul lor se misoard impactul fiecérei re-
strictii (adica a fiecarei resurse) la formarea venitului maximal. Val-
oarea pretului umbrd yf, i = 1;m constitue mirimea cu care se va
modifica valoarea venitului maximal daci cantitatea resursei R; se
va schimba cu o unitate.

4. Valorile optime ale variabilelor de compensare din problema duald
(costurile reduse ale produselor) reprezintd estimatiile duale ale arti-
colelor pe care intreprinderea ar putea si le produci. Valorilor nule
Umsj =0, J = TTE le corespud produse-componente ale planului
optim, adica cele convenabile pentru a fi fabricate (sau sunt impuse
pentru a fi fabricate). Valorilor 3, ,; > 0, j = 1;7n le corespund pro-
dusele care nu sunt componente ale planului optim, fiind nerentabile
pentru intreprindere. Numeric aceste estimatii constitue pierderile
pe care intreprinderea ar trebui si le suporte daca ar include pro-
dusele respective in planul de productie.

Astfel, pentru problema propusa sunt determinate valorile numerice
ale tuturor necunoscutelor (primale si duale, cat si sensul economic al
acestora.
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Exemplul 2.4. O intreprindere produce trei tipuri de stofe S;, S si
S3, normele de productie pe schimb fiind: S; — nu mai putin de 90m, S3 —
nu mai putin de 70m si S3 — nu mai putin de 60m. Resursele disponibile
pe schimb constitue 780 unititi de capacitati de productie (utilage), 850
unititi de materii prime si 790 unititi energie electrica. Stofa Sy se vinde
cu 80 u.m. pe metru, Sg — cu 70 u.m., iar Sz — cu 60 u.m. pe metru. Se
cere adoptarea unei decizii cu privire la cantitatea de stofd de fiecare tip
fabricati de intreprindere, astfel incit venitul total obtinut de la viinzarea
stofelor sd fie maxumal. Informatia disponibild pentru rezolvarea proble-
mei se sintetizeaza in tabelul 2.5.

Tabelul 2.5
Tipul de Consumul de resurse pentru Cantitati
resurse fabricarea unui metru de stofd | disponibile
S1 [ S [ S3 de resurse
Utilaje 2 3 4 780
Materii prime - 1 4 5 850
Energie electrica 3 4 2 790
Preturi de vanzare 80 70 60
Planul de productie T T T3

Rezolvare. Formam modelul matematic al problemei, notéind cantitétile
de stofa S, 52,53 prin 1, T9, T3 respectiv. Se obtine:

F(X) = 80z + 70x2 + 60x3 — max,

2z + 3z2 + 4xg < 780,
Ty + 49 + 5x3 < 850, (2.25)
3z, + 4x2 + 2x3 < 790.
1 = 90,
xo > 70, (2.26)
I3 2 60.

unde (2.25) si (2.26) reprezinti, respectiv restrictiile impuse de resursele
disponibile gi restrictiile impuse de normele zilnice de productie. Acest
model, fiind adus la forma canonica devine:

F (X) = 80z; + 70z2 + 60z3 + 0x4 + Ox5 + 0xg + Ox7 + Ozg + O0zg — max,

2x1 + 3x9 + 4x3 + x4 = T80,
z1 + 4z + S5z3 + x5 = 850, (2.27)
32’:1 + 4:[:2 + 21‘3 +Tg = 790,
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] — 7= 90,
Iy —ITg = 70, (2.28)
T3 — xg = 60.

Acum problema contine noud necunoscute, care dupi sensul lor economic
constitue trei grupe, si anume: x,,rs,z3 exprimi cantititi de productie
(de stofd), z4,%5, s — necunoscute de compensare care se referi doar la
cantitatile disponibile de resurse, iar z7, zg, rg exprimi diferentele dintre
cantitdtile de stofa care se vor fabrica conform planului optim si cantititile
respective de stofa prevazute in normele zilnice de productie.

Construim problema duald conform regulelor stabilite mai sus si avem

S (Y) = 780y, + 850ys + 790y3 — 90y4 — 70y; — 60yg — min,

2y1 +y2 + 3y3 — ¥4 > 80, il
3y +dy2 +4ys —ys 2 70, y; >0, i =1,6. (2.29)
4y + Sy2 + 2y3 — ys = 60,
Scriem forma canonicd pentru acest model, aplicind variabilele de com-
pensare Y7, ys, Y. Obtinem

S (Y) = 780y; +850y2+ 790y3 — 90y4 — 70y5 —60ye +0y7 +0ys +0yg — min,

21 + 2 + 3ys — ya — y7 = 80, Sk
3y 4y +4ys —ys —ys =70, y; >0, i =1,9. (2.30)
4y1 +5y2 + 2y3 — ye — Yo = 60,

Aplicim metoda simplex la rezolvarea problemei primale, prezentind aici
doar primul si ultimul tabele simplex.

Tabelul 2.6 Tabelul-simplex initial

80 70 60 {0{0f[0[0|0O|O0{-M|-M|-M

B |Cp| b T1 | T2 | z3 |T4|T5|T6|T7|T8|T9|ZT10|T11|T12
x4l O 7801 2 3 4 1{0|0|0|0{0O|O0]|O0]O
zs| O 8501 1 4 5 gj1j0j0f0jO|OjO}O
zg| O 790 3 4 2 0/{0|1|0|0|0O|O]|O}|O
Ti0|-M 90 1 0 0 0j0|0]-1]0f(0]|1)0]O0
z11|-M 700 0 1 0 0/0|0(|0}-1|{0|O0]1]0
zl-M| 60| 0 | o | 1 |o]olofolo|-1[0]0 |1
AJ' -220M |-M-80|-M-70|-M-60{ 0 (O |O (M| M{M| O |0 { O
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Tabelul 2.7 Tabelul-simplex final

80 | 70 | 60 0 0 0 0 0 0
B Cb bi 1 | T2 | T3 s Is Tg Ty Iy Tg
g | 0| 2625 ol of 0] 0,375 0[-0,25( 0(0125| 1
zz| 0| 2625| 0| 0| O0|-1625{ 1| 0,75| 0| 2125| 0O
z7r | O 2251 0| 0} 0| -025| O 0577 V11 G255
z; [ 80| 1125 1| 0| 0] -025| O 051 0 1,251 0
z2 | 70 70.0 I O 370 0] 0 0| 0 -1 0
z3| 60| 8,25 0| o 1| 0375} 0/-0,.25| 0]/0,125| O
A 19075 O O] O 2510 251 0| 3751 O

yrlvs lve | vi |va| v3 [vil ws |%

Din tabelul simplex final se identifici solutiile optime ale cuplului de
probleme: pentru problema primald

X* = (z} = 112,5; 3 = 70; =3 = 86,25; z3 = 0; x5 = 26, 25; zg = 0;
z7 = 22,5; zg = 0; Ty = 26, 25) max F (X) = F (X*) = 19075.

si pentru problema duala

Y= (y} =2,5 95 =0; y3 =25 y; =0; y5 = 37,5, y5 = 0; y7 = 0;
yg =0; yg =0) minS (Y) =S (Y") = 19075.

Ne vom opri acum la aspectul economic al rezultatelor obfinute, {inand
cont de faptul ci variabilele celor dou& probleme (primalé si duald) sunt
“legate” in perechi prin relatiile stabilite in teoria dualitdtii. De aceea
este util si examinim cupluri (perechi) de variabile

PFPLgy . gl g - ] T3 x5
112,5° 70 86,25 »90+#" 26,2605 22,6 " 0'“ 26,25
I ¢ Jenongle SOUIERIER]. SN IID St | ! (2.31)
yvi ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Vi Y5 Y
0 0 0 2,5 0 2500 2356 .
Modelele canonice ale problemelor contin cite noud variabile, acestea
avand “continut” (interpretare) economic distinct. Vom diviza variabilele
primalei (si respectiv ale dualei) in trei grupe:

1. variabilele primale de decizie x;,z2, 3 care se referd la planul de
productie. Acestora le corespund variabilele duale de compensare
Y7, Y8, Y9, care exprimd costurile reduse ale produselor-componente
ale planului optim;
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2. variabilele primale de compensare x4, 5, T care se refera la resursele
disponibile. Lor le corespund variabilele duale de decizie y,,y2.y3
care constituie estimatii duale pentru resursele disponibile (preturile
umbra ale acestora);

3. variabilele primale de compensare 7, Tg, Tg care se refera la diferen-
ta dintre planul optim de productie si normele de productie date
in enuntul problemei. Lor le corespund variabilele duale y4, ys, ys,
acestea fiind estimatiile duale ale tipurilor respective de stofe.

Conform planului optim, pentru intreprindere este convenabil si pro-
ducé 112,5 metri de stofi de tipul intii (z] = 112,5), 70 metri de stofid de
tipul doi (z5 = 70), si 86,25 metri de stofd de tipul al treilea (z3 = 86,25).
Dacé intreprinderea va accepta acest plan, atunci va obtine venit maxi-
mal in valoare de 19075 unitéti monetare. Aici trebue mentionat faptul
ci, urmind planul optim, intreprinderea va produce pe zi stofe de tipul
S, §i S3 In cantitdt{i mai mari decit normele zilnice indicate in enuntul
problemei, §i anume:

z} = 112,5 > 90 (sau acelasi lucru 7 = 22, 5) si

z3 = 86,25 > 60 (sau x3 = 26, 25).
Cit priveste stofa de tipul Sy, in conformitate cu planul optim intreprin-
derea trebue si producd cantitatea indicatd In norme, adicd 70 metri pe
schimb. Estimatiile duale ale mérimilor z}, z3, z3 (componente ale planu-
lui optim) sunt prezentate de variabilele duale de compensare y7,¥3, 5.
Ele constitue costurile reduse ale articolelor indicate in planul optim de
productie si au valori zero (se confirma tinind cont de (2.30)).

Grupa a doua consti din perechile

Ty TF I§

L

Vi ¥z Y
unde variabilele primale de compensare x4, 5, T¢ in varianta lor optima
exprim3 diferentele respective dintre cantitétile disponibile de resurse si
cantdtile de resurse care se vor consuma pentru realizarea planului optim.
Intr-adevir, din (2.27) putem scrie

x4y = 780 — (2z7] + 3z3 + 4x3),
z§ = 850 — (x} + 4z3 + 5z3),
z§ = 790 — (3z3 + 4z3 + 2z3).
Conform planului optim X* avem zj = 0; 5 = 26, 25; 5 = 0. Prin
urmare, dup# indeplinirea planului optim, resursele “utilage” gi “energie
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electrici” se vor cosima in totalitate, iar din cantitatea disponibild de
“materii prime” (adicd 850 unitéti fizice) va rdmine un rest de 26,25 u.f.
(x5 = 26,25). Marimile y;, y2, ¥3 sunt variabile duale de decizie. Valorile
optime ale acestora constitue preturile umbra ale resurselor disponibile.
Ele arati care este contributia fiecirei resurse la formarea profitului ma-
ximal. Din Y™* citim: y7 = 2,5; y3 = 0; y§ = 25. De aici conchidem cé
resursele “utilage” si “energie electricd” au estimatii duale strict pozitive
si, prin urmare, sunt deficitare, adici variatia cantititilor disponibile va
influenta valoarea profitului maximal; in special variatia cu o unitate a
resursei “utilage” va schimba profitul optim cu 2,5 u.m., iar variatia resur-
sei “energie electrici” cu o unitate va schimba profitul cu 25 u.m. Resursa
“materii prime” este una nedeficitara fiindca pretul umbra al acesteia este
egal cu zero (y3 = 0). Majorarea cantititii ei disponibile (in anumite li-
mite) nu va avea nici un impact asupra profitului optim.
Grupa a treia de variabile contine perechile

T7 T§ TG

puiilor §

vi Y5 Y-
Aici x3, x5, =3 sunt tot marimi de compensare; ele exprima diferenta dintre
componentele planului optim de productie gi normele zilnice de productie.
Intr-adevir, tinand cont de relatiile (2.28) obtinem z3 = 22,5, z§ = 0,
Ty = 26,25. Deci, pentru intreprindere este convenabil si produci supra
norma stofa S; cu 22,5 metri ti S3 cu 26,25 metri; iar stofa S; se va
produce doar in cantitatea minimald stabilitd de norma zilnics, adici 70
metri. Prin urmare, volumul productiei convenabile nu se determini de
normele initiale, ci doar de cantititile limitate de resurse, adici stofele Sy
si S3 se produc atat cat permit cantitdtile disponibile de resurse deficitare
(“utilage” si “energie electricd”). Stofele rentabile S si S3 au estimatii
duale nule (y; = 0,ys =0). Acestea aratd cad cheltuielile de productie
(estimate prin preturile umbri numite si preturi interne) se compenseazi
in totalitate de preturile pietei (prefuri externe) cu care se vind stofele
respective. Intr-adevir, din (2.29) avem:

vi=(2u7 +y5+3y3) -80=(2-2,54+0+4+3-25) - 80 =0,
ve = (dy7 +5y3 +2y3) —60 = (4-2,5+ 0+ 2-25)60 = 0.

Deci estimatii duale nule se obtin nu numai pentru resursele deficitare,
dar si pentru produsele rentabile. Producerea srofei de tipul S; nu este
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rentabild, dar ea este totusi parte componenti a planului optimal de
productie doar datoritd conditiilor problemei (z2 > 70). Estimatia duala
a productiei nerentabile S; este strict pozitiva (y; = 37,5). Din ecatia a
doua a sistemului (2.29) pentru valorile optime ale necunoscutelor avem:

ys = (3y7 +4y3 +4y;3) — 70 =
=(3-2,5+4-0+4-25)—70 = 107,5 — 70 = 37, 5.

Valoarea expresiei din paranteze constitue cheltuielile de productie pentru
stofa Sy, iar 70 este venitul obtinut de la vinzarea acesteia, adica cheltu-
ielile depagesc venitul cu 37,5 unitdti monetare. Prin urmatre fabricarea
acestui tip de stofa nu este convenabild pentru Intreprindere, dar ea totusi
se produce fiindcé este impusa de conditiile problemei (a se vedea (2.26),
restrictia a doua). Mai mult, la fabricarea acestui tip nerentabil de stofa
se consuma §i o parte din resursele deficitare, care puteau fi utilizate la
producerea stofelor rentabile, daci nu ar fi cerinta zo > 70, si aceasta
ar majora valoarea venitului intreprinderii. In cazul problemei date la
fabricarea fiecarui metru de stoféa de tipul Sy intreprinderea pierde 37,5
unitati monetare. #

In concluzie mentionam faptul cd valorile optime ale estimatiilor duale
sunt egale cu zero pentru componentele planului optim (costurile reduse
ale produselor previzute de planul optim), pentru resursele nedeficitare
(preturi umbrd) cit i pentru produsele rentabile. Celelalte estimatii duale
au valori optime strict pozitive.

2.6 Analiza senzitivitatii in programarea liniara

Problemele de programare liniara contin o serie de marimi considera-
te a fi constante. Insi acest lucru are loc doar in momentul in care se
elaboreaza modelul respectiv.

In situatii reale o problem# de programare liniard cu caracter prac-
tic nu poate fi consideratd rezolvatd in totalitate dacd s-a determinat
doar solutia optim3 fiindcd cel putin o parte din parametrii problemei nu
sunt cu siguranti mérimi cu valori stabile (preturile pietei de desfacere,
cantitdtile de resurse etc.). Variatiile valorilor parametrilor pot schimba
solutia optim& calculatd. Deaceea, pentru a determina care ar putea fi
impactul variatiei parametrilor asupra solutiei optime a problemei se for-
muleazi si se rezolvi o problemd speciali care poartd denumirea “analiza
senzitivititii” (sau analiza sensibilitdtii) in programarea liniard. Astfel,
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dupi ce se determini solutia optimd a problemei, trebue si urmeze o
analiza cat se poate de detaliatd a rezultatelor primite. Teoria dualitatii
ofera o posibilitate in acest sens.

Scopul unei asemenea analize consta In determinarea unor limite de
variatie pentru parametrii problemei astfel incit, si se mentind structura
optimi a solutiei obtinute, adica baza optimi si rimini aceeasi. In aceste
intervale de variatie ale parametrilor problemei structura solutiei optime
este stabild in raport cu anumite schimbari ale situatiei la intreprindere.
Prin urmare sortimentul (sau nomenclatura) productiei nu trebue schim-
bat, pastridu-se astfel regimul de lucru al intreprinderii. Stabilitatea
regimului de activitate reprezintd un factor important fiindci instabili-
tatea poate provoca schimbarea sortimentului productiei, iar aceasta con-
duce la cheltuieli suplimentare (schimbarea utilajului, pregitirea persona-
lului etc.). Prin urmare, managerul intreprinderii trebuie si dispuni de
informatii necesare cu privire la stabilitatea planului de activitate

Mai frecvent apare necesitatea efectudrii analizei senzitivit#tii pentru
parametrii b;, ¢ = 1;m (termenii liberi din sistemul de restrictii) si Cor=
1;n (coeficientii necunoscutelor functiei obiectiv).

2.6.1 Stabilitatea solutiilor optime in raport cu variatia
termenilor liberi ai sistemului de restrictii

Vom determina intervalele de sta.bi]‘itate a solutiei optime in raport cu
variatia parametrilor b; (apoi si ¢;). utilizind urmétorul exemplu

Problema. O firma poate produce patru tipuri de articole A;, A3, A3
si A4, avind la dipozitie trei resurse — forte de muncad (R;), capacit#ti
de productie (R2), si materii prime (Rj3). In tabel sunt date cantititile
disponibile de resurse pentru o lund de activitate, consumurile specifice
pentru fiecare articol cat si preturile de vinzare pe piata ale acestora.

Tabelul 2.8
Tipul de Consumul de resurse pentru fabricarea| Cantitdti
resurse unei unitdti de articol disponibile
A1 I Az [ A3 ] A4 de resurse
R 3 2,5 2 1,5 120
R, 5 10 3 6 240
Rj 4 9 4 5 310
Venitul /unitate| 140 50 | 95 105
de articol
Planul T To T3 T4
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Se cere elaborarea unui plan de productie care si asigure firmei un
venit lunar maximal. Notind cu z1,x2, 73 si 74 cantitatile in care vor fi
fabricate articolelele respective, obtinem urmitorul model matematic:

F (X) = 140z, + 50z3 + 95z3 + 1054 — max,

5x1 + 10xz3 + 33 + 64 < 240, (2.32)

3x1+ 2,520 + 223 + 1,5x4 < 120,
4xy + 929 + 4x3 + 5x4 < 310,
xj 2 Oa j = 1?_4'

Aducem problema (2.32) la forma canonicd prin introducerea vari-
bilelor de compensare x5, Tg, 7

F (X) = 140z; + 5022 + 95z3 + 10524 + Ozs + Ozg + Oz7; — max,

3z, + 2,522 + 2x3 + 1,524 + 5 = 120,
5T1 + 10z9 + 3x3 + 64 + xg = 240, (2.33)
4zy + 9x9 + 43 + 524 + z7 = 310,

Aplicim algoritmul simplex si prezentim tabelul initial si tabelul final al
rezolvarii T1:

Tabelul 2.9 Tabelul-simplex initial

140 50 | 95 | 105 0 0 0

B Ca, b; T1 o T3 T4 s Te Ty
U 120 g o g s 1 0] 0
Tg 0 240 5 10 3 6 0 1 0
T7 0| 310 4 i g 0 0 1
D inei. 0 140 | 50 | 95 | 105 0 0| 0
Tabelul 2.10 Tabelul simplex final T'1

140 50 95 | 105 0 0 0

B Ch b; T o lraa | Tia T T T7
T3 | 95 48 7/5 0 1 0] 4/5 -1/5 0
zy | 105 | 16| 2/15|5/3) 0o 1|-2/5] 4/15! o
Ty |0 = 88-}=34/15 | :2/3-} =0-} -0 -}~6/5 | 8/15-| 1
A; 6240 71425 0 0 34 910

Ya vs w5 | u v | y3
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Din tabelul-simplex final identificim urmatoarele informatii:
1. Solutia optima a problemei primale este

X*=(z;=0,z3 =0, z3 = 48, z3 = 16, zz =0,
zg =0, z7 =38) maxF (X)=F (X") = 6240.

Solutia optima a problemei duale este

= =34,1=9y3=0,y1=0,y=1,
ye =125, y> =0) minS(Y) =5 (Y") = 6240.

2. Venitul maxim pe care il poate obtine firma este de 6240 unitdti
monetare i aceasta este limita superioara a posibilitatilor firmei
in conditiile date. Cantitatea obtinutéd trebue consideratd doar ca
una de referinti cétre care trebue sé tinda firma in activitatea sa. In
realitate venitul va fi mai mic fiindca pe parcursul realizarii planului
optim apar diverse probleme in legaturd cu procurarea resurselor,
cu vanzérile productiei pe piaté etc. Totodata trebue si se tiné cont
gi de faptul ci marja de manevrid a intreprinderii este limitatd nu
numai de restrictiile indicate in problemﬁ dar si de alti factori din
care si necontrolabili.

3. In conditiile problemei examinate combmat,la optima de produse se
compune din: |
z} = 0 unitéti de articole de tip 4;,
z3 = 0 unitéti de articole de tip Aq,
z3 = 48 unitéti de articole de tip Aj si
z3 = 16 unitdti de articole de tip Ay.
Mai sus s-a stabilit cd pentru intreprindere sunt rentabile doar pro-
dusele, estimatiile duale ale cdrora sunt egale cu zero, aici avem
ys = 0si y7 = 0. (Produsele nerentabile, dar impuse pentru fa-
bricare deasemenea au estimatii nule. In problema data asemenea
articole nu sunt, intreprinderea este liberd de orice obligatiuni.) Ar-
ticolele de tip A; si A sunt nerentabile; acestea au estimatii duale
strict pozitive y; = 7 si respectiv y; = 125. Daca s-ar fabrica arti-
colele A; si Az, atunci venitul firmei ar scidea cu cite 7 u.m. pentru
fiecare unitate de articol de tip A; si cu cite 125 u.m. pentru fiecare
unitate de articol de tip As.
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4. Conform planului optim, cantititile resurselor R, si R2 se vor con-
suma in totalitate fiinca zZ = 0 51 g = 0, adica acestea sunt resurse
deficitare. Din resursa R3 ramin nefolosite 38 de unititi (z7 = 38),
deci ea este nedeficitard. Prin urmare, cantitatea disponibila a resur-
sei Rz nu impiedicd cresterea in continuare a venitului optimal;
cregterea lui este limitatd de cantitétile disponibile ale resurselor
R; si Ry. Apare o intrebare fireascd — cum s-ar putea utiliza can-
titatea rdmasi din resursa F3? Analiza modului de utilizare poate
conduce in mai multe directii. Firma ar putea intrebuinta aceasta
ramagitd in alte activitati de productie, ar putea sa o vinda altei
firme etc.

insd o altd variantid ar fi suplimentarea cantitatilor disponibile ale
resurselor deficitare R; si R in scopul utilizérii mai bune a resursei ne-
deficitare Rz, dar cu conditia cd se va pastra structura sortimentald de
productie determinatd de planul optim. Ne vom opri in continuare la
acest scenariu, folosind teoria dualitatii.

In conditiile problemei examinate resursele disponibile au urmaétoarele
preturi umbri (estimatii duale optime) y7 = 34, y3 = 9, y5 = 0, care aratd
cu ce valoare ar varia venitul optim in cazul in care cantitatea disponibila
a resursei respective s-ar schimbd cu o (una) unitate.

Pentru analizi vomi distinge trei cazuri:

a. se schimbi cantitatea disponibild a unei resurse deficitare, iar toti
ceilalti parametri ai problemei ramin neschimbati.

b. se schimb# cantitatea disponibild a unei resurse nedeficitare si toti
ceilalti parametri ai problemei ramin neschimbati.

c. variazd cantitéitile disponibile a mai multor sau a tuturor resurselor.

Cazul a. Conform solutiei optime, cantititile resurselor Ry si R»
se consuma in totalitate pentru a realiza planul optim (necunoscutele de
compensare T §i Tg care reprezintd aceste resurse in modelul matematic al
problemei sunt egale cu zero, iar estimatiile duale respective y; si %2 sunt
strict pozitive). Admitem cé se schimba cantitatea initiald a uneia din ele,
bun#ioard a resursei Rs, adici in loc de b2 = 240 vom avea bg +dby = 240+
0bs. Restul parametrilor riman neschimbati. Aceastd modificare conduce
la o problem# noui de programare liniaré, care diferd de precedenta doar
prin termenul liber al restrictiei a doua. Rezolvind problema modificata
prin metoda simplex venim la urmatorul tabel simplex final T2:
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Tabelul 2.11 Tabelul simplex final T2

140 | 50 [95[105] O 0 |o

B Cb b; I Iz | X3 | T4 Is g X7
z3 | 95| 48-1/50b, 7/5] 0] 1| 0] 4/5] -1/5[. 0
z4 | 105 | 16+4/158b; | 2/15|5/3| 0| 1|-2/5| 4/15] 0
z7 | 0| 38-8/158by |-34/15|2/3] 0| 0]-6/5|-8/15| 1
A, 6240+ 9 6b, “11251 01.. 01 34 9| 0
vi v;s (vl v | wi yv2 | v3

Comparand T1 cu T2 observim c& T2 diferd de T1 doar prin ele-
mentele coloanei termenilor liberi (coloana b;). In T2 aceste elemente sunt
formate din elementele tabelului T1 la care se adaugé elementul respectiv
din coloana lui zg Inmultit cu §b; (in modelul canonic primal anume zg
reprezintd resursa a doua). Solutia din tabelul T2 este admisibild doar
dacé se verifici criteriul de admisibilitate. In aceste conditii in T2 avem
solutie optima fiindcd toate elementele A; sunt nenegative. Deci cerem:

8- Lob, >0,
5
4
{ 16+ =db 20, (2.34)
8
o Byl
| 38 155ibz_0

De aici dbg € [~60; 71;25), adick minldb; = —60, iar max dby = 71,25.

Pentru b; obtinem respectiv minby = b3 + mindb, = 240 — 60 = 180 si
max by = by + max dbe = 240 + 71,25 = 311, 25, adici b, € [180; 311, 25].

Astfel, conchidem ca in cazul in care cantitatea resursei Ry va lua orice
valori pe domeniul (180; 311, 25) componenta planului optim de productie
(adicd sortimentul productiei) nu se va schimba; se vor schimba doar
valorile componentelor solutiei optime, céit si valoarea venitului optim,
care se va calcula prin relatia max F' (X)) = 6240 + 9 6bs.

Solutia optimi a problemei duale va ramine intactd (nu se va schimba
nici componenta acesteia si nici valorile componentelor sale). Totodata
de mentionat este faptul cd dacd by & (180; 311,25), (ceea ce conduce
la relatia 6by ¢ [—60; 71, 25]), atunci se va schimba componenta planului
optim fiindcd cel putin una din relatiile sistemului (2.34) isi va schimba
sensul. Prin urmare, domeniul de stabilitate a planului optim in raport
cu variatia cantitatii resursei Ry este (180; 311,25). In mod analog se de-

65



termina si domeniile de stabilitate ale solutiei optime In raport cu fiecare
din celelalte resurse deficitare.

Cazu} b. Variazi cantitatea disponibild a uneia din resursele nede-
ficitare. In problema rezolvati mai sus nedeficitara este doar resursa R3
(pretul umbri al acesteia este y3 = 0). Cantitatea disponibila nu se con-
sumi in totalitate la realizarea planului optim. Variabila de compensare
z% aratd ci in planul optim 38 de unitéti din resursa Rz rdmin neufilizate.
Admitem cazul in care cantitatea disponibild a acesteia b = 310 variaza
cu 6bz si devine bz + dbg = 310 + db3. Ceilalti parametri ramin neschim-
bati. Obtinem astfel o noud problema care difera de cea inigiala doar prin
termenul liber al restrctiei a treia. Rezolvain problema noua prin metoda
simplex si prezentdm tabelul simplex final T'3 al rezolvarii.

Tabelul 2.12 Tabelul simplex final T3

140 50 |1 95| 105 0 0 0

B Cb b,' Iy Io I3 T4 Is5 Ig Iy

T3 | 95 48 7/5 0] 1 0| 4/5{ -1/5| 0

z4 | 105 16| 2/15|5/3| o] 1|-2/5| 4/15| 0

T 0| 38+dbs | -34/15 |1 2/3 | 0O 0|-6/5]-8/15| 1

A 6240 Til:125:] 50 0 34 9| 0

L vi |ws |we|lwr | i | v |5
Solutia din acest tabel va rdmine optimi doar dacd 38 + bz > 0. De
aici —38 < 6b3 < +00; mindb; = —38, maxdbs = +00. minbz = bz +

min db; = 310 — 38 = 272. maxbs; = b3 + maxdb; = 310 + oo = +00.
Asfel by € (272; +00). Deci, pentru orice valoare a lui b3 din domeniul
(272; +00) componenta solutiei optime rémine stabila.

Cazul c. Toti termenii liberi din sistemul de restrictii obtin careva
cregteri notate respectiv cu 8b;, dbo, dbs, iar ceilalti parametri ramin ne-
schimbati. Astfel se formuleazi o noué problema, care diferi de cea ini-
tiald doar prin termenii liberi ai sistemului de restrictii. Rezolvarea pro-
blemei noi conduce la urmétorul tabel simplex final T4.

Tabelul 2.13 Tabelul simplex final T4

140 | 50 [95]105| O i

B Cb b,‘ 1 Ig |X3| g | L5 Zg |7
z3| 95 48 + 4/50b; — 1/50by| 7/5| 0| 1| 0] 4/5] -1/5/ 0
74[105 16 — 2/58b; +4/156b2| 2/15\5/3| 0| 1|-2/5| 4/15| 0
z7| 0|38 — 6/58b, — 8/156by + 0b3|-34/15/2/3| 0| 0}-6/5|-8/15) 1
Aj 6240 + 34 6by + 96by 71125| 0| Of 34 91 0
il vi |vslvslvr [vi| v2 [v3
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Linia estimatiilor duale A; nu contine marimi negative. Prin urmare,
elementele coloanei b; constituie solutia optima a problemei cu conditia ci
aceste elemente satisfac conditiile de admisibilitate, adicd dacd marimile
dby, by i dby verifica sistemul

( 4 1
48 + — .. 5
8+5551 56b2_0,
$ 16—26!; +i<5b«,>0 (2.35)
BT 1B :
6 8
38 — &by — — by + dbs > 0.
\ 5 15

Referindu-ne la relatiile obtinute in coloana b;,mentionim, ci acestea
se formeaza simplu dacéd tinem cont de faptul cd vectorul solutiei optime
X* poate fi calculat prin relatia

X*=A"1.p, (2.36)

unde A este matricea coeficientilor necunoscutelor bazei ultimului tabel
simplex (T4), coeficienti luati din mstemul de restrictii al problemei, iar
b este vectorul termenilor liberi ai acestm sistem. In problema rezolvat}
variabilele bazei ultimului tabel su:nplex (adicé variabilele solutiei optime)
sunt z3, T4 §i T7. In sistemul de restnci;n coeficientii lor formeazi matricea

23)20
A=1.3. 8.0,
4 7Bl

Matricea inversi A~! este prezentd in ultimul tabel simplex T4. Ele-
mentele ei se afli in coloanele variabilelor primale de compensare. Adicd

(4 4

2 4
A_l — o T
5 15
6 8

X B i

Ultimul tabel simplex T4 se referd la problema modificatd in care vectorul
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termenilor liberi este
bi + 6by
b+db=1] ba+dba |.
; ba + dbs
Aplicdm relatia (2.36) inlocuind in ea vectorul b + §b. Obtinem:

rd=AT - (b4+)=AT b+ AL Gb=X"+A"-b=

A
33 B O\
48 dby
38 | gk 12 5bs
6 8
AT,
4 1
( 18+ £ 0by — = ob, \
B s A 4
= 16*g§b1+ﬁabz
: 6 8
\38—§5b1—-ﬁ5b2+6b3/

Sistemele de tip (2.35), de regula, nu se utilizeazé pentru determinarea
domeniului de stabilitate a planului optim fiindci determinarea dome-
niului solutiilor admisibile al acestui sistem constitue, de fapt, o noua
problemi. Dar totodata, dacé din careva considerente se cunosc apriori
valorile mérimilor 8b,, dby si db3, atunci inlocuim aceste valori in (2.35) si
in cazul in care semnele respective ale inegalititilor se confirma, conchi-
dem ca componenta planului optim ramine neschimbaté, iar In caz contrar
planul optim va avea o altd componenta.

Exemplul 2.5. Rimanem in cadrul problemei rezolvate mai sus si
admitem c3 in perioada urmitoare prima resursd va avea o cantitate mai
mica cu 12 unitadti decit cea initiala, resursa a doua va avea o cantitate
mai mare cu 15 unititi, iar a treia — mai mare cu 18 unitati decit cea
initiala. Trebue stabilit daca:
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1. modificérile cantitafilor resurselor cu marimile date mai sus nu vor
afecta componenta planului optim si

2. de estimat impactul separat al modificarii fiecdrei resurse, cit si im-
pactul integral al tuturor modificirilor asupra venitului intreprinde-
rii.

Rezolvare. Din conditiile problemei avem: by = —12, §by = 15 si
0bz = 18. Substituim aceste valori in (2.35). Obtinem:

[ 4 1 63 by g
4 Firg % (2 g £ i S o
8+5 (—12) 5 15 =48 E 3 >0,
J T 4 . 44 124
lb—g-(_12)+E-15—lb+?— 7 > 0,
6 8 32 312
\38—g-(—12)—-—15-15+18—56+—5 - ey > 0.

Marimile dby = —12, by = 15 si dbg = 18 verificd relatiile sistemului
(2.35), adici componenta planului optim rdmine intact.

Estimatia separata a impactului variatiei cantitatii resursei R; asupra
venitului se mésoarda utilizand preturile umbra ale resurselor si se cal-
culeaza prin relatia

AF! = yj - 6by, (2.37)

unde AF}, i = 1,m este cresterea venitului optim cauzati de variatia
db;, i =1, m a cantitdtii resursei R;, i =1,m. Astfel avem:

AF} =y} - 6by = 34 (—12) = —408,
AF} = y3 - 8by = 915 = 135,
AF} =yt -0bg =0-18 =0,

Estimatia integrald a impactului variatiei concomitente a cantitétilor tu-
turor resurselor va fi

AF* = AF} + AFy + AF5 = —408 4135+ 0 = —273. id

2.6.2 Stabilitatea solutiilor optime in raport cu coeficientii
functiei obiectiv

In problemele de programare liniari coeficientii necunoscutelor din
functia obiectiv reprezinta, de reguld, estimari ale costurilor (eforturilor)
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sau ale profiturilor (efectelor) unitare si se considerd mirimi constante.
InsX in situatii reale aceste estimatii se schimbd. Dupé cum s-a mentionat
mai sus, este important si se cunoascd intervalele de variatie pentru
coeficientii functiei obiectiv F(X) a problemei astfel incat structura soluti-
el optime sa se mentini, adicd baza optima a problemei sa ramana aceeasi.
Pastrarea structurii bazei optime inseamna péstrarea nomenclaturii pro-
ductiei, iar aceasta, la randul sin, inseamna ca poate fi pastrata tehnologia
de productie, personalul ocupat in productie ete. Prin urmare, pot fi evi-
tate un gir de cheltuieli. Intervalele de variatie ale coeficientilor functiei
obiectiv, in care structura bazei optime a problemei ramine neschimbata,
sunt numite intervale de stabilitate a bazei optime in raport cu coeficientii
respectivi. In situatii reale mai frecvent se examineazi senzitivitatea cind
variazd doar unul din coeficientii functiei obiectiv, iar ceilalti se considera
invariabili.

Vom efectua analiza senzitiva pentru coeficientii functiei obiectiv, uti-
lizind problema rezolvatd mai sus. Vom examina trei situatii posibile:

a. se modificd valoarea coeficientului uneia din necunoscutele bazice ale
solutiei optime, iar toti ceilalt{i parametri ai problemei ramin ne-
schimbadti;

b. se modifici valoarea coeficientului uneia din necunoscutele libere ale
solutiei, iar toti ceilalti parametri ai problemei ramin neschimbati;

c. se modifici valorile citorva (sau tuturor) coeficienti ai functiei obiectiv.

Cazul a. Problema initiald de mai sus are in total patru variabile
Ty, Ta, T3 §i T4, iar in solutia ei optima avem doud variabile bazice z3 si
x4 si doud variabile libere z; gi 2. Admitem cé coeficientul uneia din
variabilele bazice, bunfoars ¢4, poate varia cu o marime dcyg, adicd in loc
de c4 = 105 vom avea ¢ = ¢4+ dcq = 105+ dcy. Toti ceilalti parametri ai
problemei nu se schimbi. Trebue determinat intervalul de variatie a lui
¢}, in care baza solutiei optime a problemei s rimind neschimbata (adici
s fie stabild). Pentru a afla acest interval se modificd problema initiala
schimbind in ea doar coeficientul lui z4, adica in locul lui ¢4 = 105 se pune
¢y = ¢4 + deqg = 105 + dcg. Problema modificatd se rezolvd prin metoda
simplex si se obtine urmétorul tabel simplex final T'5.

Observdm cé elementele A; din tabelul simplex final TS al rezolvirii
problemei obtinute din problema initiald schimband in ea coeficientul ¢4
al variabilei bazice z4 prin ¢4 + dcq pot fi prezentate prin relatiile AJ* =
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A;-‘+af¢j-5r:4, unde termenii A? sunt marimi constante, a'4j sunt elementele
liniei lui z4 din tabelul simplex 2.14 (T5), iar dcy — 0 mérime necunoscuti.

Tabelul 2.14 Tabelul simplex final T5

140 50 [95[1054-dcq 0 0 0

B Ch b; T ZTo AZal =. 24 s g |T7
T3 95| 48 7/5 0 1 0 4/5 -1/5 |0
z4|105+5cs| 16 | 2/15 | 5/3 (0] 1 2/5 | 4/15 |0
z7 0| 38 |-34/15| 2/3 (o] o© -6/5 | -8/15 |1
Ag 62404 T+ 1254+ | 0 0 34— 9+ |0
16564 2/15 504 5/3 564 2/5664 4/15(504 0

Yi vs |ws| ¥7 Y1 vz |y3

Dacé tinem cont de daptul cd in tabelul 2.14 toate mérimile A7 > 0,
putem calcula valoarea necunoscutei écy, astfel incét elementele AJ* din
tabelul 2.14 sd verifice criteriul de optimalitate pentru solutia din acest
tabel, adica A}" > 0. Se obtine sistemul:

EOFLLE TS
7+155C4_0,
5‘
125+§JC420,
{ (2.38)
2iz=
— =30k >0,
34 5 Cp 2

4
— > 0.
; 9+15504_

135 135
Din sistemul (2.38) avem dcq € [——4—; 85] , adicd min dcy = BT,
' 135
iar maxdcs = 85. Prin urmare mincy = ¢4 + mindey = 105 — T

_25 71,25, maxc} = cq + maxdes = 105+ 85 = 190. Deci, dack

omitem extremele, avem
¢y € (71,25; 190) . (2.39)

Concluzie. Pentru orice valoare a coeficientului variabilei z4 din
functia obiectiv (adicd ¢4) din intervalul (2.39) componenta solutiei op-
time rimine neschimbatd. Mai mult ca atit, si valorile componentelor
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acestei solutii deasemenea ramin stabile. Observam, cé si solutia optima
a problemei duale isi pastreazi componenta si doar valorile componentelor
ei sunt variabile (se calculeaza prin relatiile)

» 2 * 4 " - 2
y1=34—36c:420, y2=9+~1——56C420. yz =0, y4=7+EJC420,
5
y§=125+§5C420, ve =0, y7 =0.

Valoarea venitului optim variazd si se determini prin relatia
F(X™) = 6240 + 16 dcy.

Daci vom schimba coeficientul unei alte variabile bazice z;, adica in
loc de ¢; vom pune ¢; +d¢;, atunci elementele liniei A; din tabelul simplex
final al rezolvirii problemei modificate se vor calcula prin relatia

A} = A} +ay; - dcy, (2.40)

unde afj sunt elementele liniei lui z; din tabelul simplex final.

Este simplu de stabilit ci pentru orice valoare ¢ € (71,25; 190) solutia
din tabelul 2.14 (T5) nu va fi optimé.

Cazul b. In solutia optimi a problemei rezolvate avem doua variabile
libere, si anume, x; si z2. Fie in functia obiectiv coeficientul uneia din
ele, bundoara a lui x5, obtine o crestere, adica in loc de ¢2 vom avea ¢ +
dca = 50 + dca, iar toti ceilalti parametri ai problemei ramin neschimbati.
Astfel se obtine o problema noui care, fiind rezolvata prin metoda simplex,
conduce la tabelul simplex final T6.

Tabelul 2.15 Tabelul simplex final T6

140 504+dcy | 95105 | O 0 0

B Cb b,‘ xr T2 I3 T4 b33 Ig Iy
z3| 95| 48 775 o 1| O 4/5| -1/5] 0
T4|105| 16 | 2/15 5/31 0| 1(-2/5]| 4/15| ©
z;| 0| 38 |-34/15 2/3| o] ©0|-6/5|-8/15] 1
A; | 6240 7[125—-dc; | 0| 0[] 34 9] 0

vi s velvr | ¥i| v2 |43

Conform criteriului de optimalitate toate elementele liniei A; trebue
s# fie nenegative. Prin urmare punem conditia: Ag = 125 — deg > 0. De
aici —oco < deg < 125, adicdt min dep = —o0, iar maxdcs = 125. Acum de-
terminim domeniul de variatie a lui ¢2: mincy = ¢z +mindcy = 50—00 =
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—00, iar maxce = ¢z + maxdep = 50 4 125 = 175. Comparind tabelul T6
cu T1 constatdm ci pentru orice valoare a lui ¢z dun multimea (—oo; 175]
toate componentele solutiei optime ramin neschimbate cu exceptia vari-
abilei duale de compensare ¥y, .; = y3;» = Y5 care variazid pe domeniul
(—o0; 175]. Ins# daci tinem cont de faptul c& ¢, este pretul unei unitati de
productie, este firesc s4 admitem ci ¢ > 0. De aici avem urmétoarea con-
cluzie: daca in functia obiectiv variazé coeficientul céreiva din variabilele
libere x; in limitele [0; ¢; + A¢], atunci in solutia optim& se schimb# doar
variabila duala respectivd, luind valori conform relatiei v~ , = ¥, ., —d¢;
toate celelalte componente ale solutiei optime ramin neschimbate.

Cazul c. Admitem acum ca toti coeficientii functiei obiectiv obtin
careva cregteri, iar restul parametrilor problemei ramin neschimbati. Ast-
fel se formeaza o problema noud cu functia obiectiv

F’ (X) = (140 +dey)zy + (50 + dco)xg + (95 + bcs)xg + (105 -+ 564).‘54.

Aplicim metoda simplex si ne oprim la tabelul simplex final T7.
Tabelul 2.16 Tabelul simplex final T7

140+ 504+ {954 |105+ 0 0 0
dey deg | des | dey

B Chy b; T To T3 | T4 T5 TG .o T
z3| 95+0cs| 48 7/5 ¢ |1 0 45 |-1/5 |0
z4|105+deq| 16 2/15 5/3 | 0 1 -2/5 4/15 |0
z7 0] 38 -34/15 | 2/3 | 0 0 -6/5 -8/15 |1
6240+ |7 — dc1+| 1256— | O 0 34+ 9— 0

A; 48 0c3+|7/5dcz+| dea+ 4/50c3—{1/50¢cz+

16deq |2/158¢4 |5/3 dey 2/50eq |4/156cq4
Yi ys ¥ | v7 i ¥ |3

Tabelul T7 coincide in totalitate cu T1 cu exceptia elementelor liniei
Aj. In T7 aceste elemente sunt:

Ai=T7—- 501+5565+ 564, Ay =125 — 562-}-2564, Az =0;

Ay =0; Ag --34+:503— —dcy; Ag=9-— %(503-!- - dcg; Ay =0
(fiilndcd in tabelul 2.16 (T'7) toate estimatiile A; au primii termeni m#rimi
constante nenegative).

Solutia admisibila de bazd din T7 va fi solutie optim& doar in cazul in
care toate elementele A; din acest tabel vor fi nenegative (A; > 0, j =
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1.7), adici

r

|

7 2
- R el >
7—0c) + - dc3z + 15 dcy = 0,

‘125—502+§-60420,
(2.41)
4 2
i e 7o >
34+56t:3 56(:4_0,

NS 4
—_ = o > 0.
9 56c3+156c4_0
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3 Probleme de afectare (repartitie)

3.1 Probleme de afectare. Algoritmul ungar

O problemi de repartitie (de afectare) se formuleazd dupd cum urmea-
zZ8:
Existi n proiecte (lucriri) care trebuie realizate. Se formeazd n echipe
de specialigti care vor indeplini aceste lucrari. Fiecare din echipe poate
indeplini oricare din lucriri, dar din diferite motive obiective sau subiec-
tive, timpul necesar pentru efectuarea unei lucriri diferd de la echipd la
echipd. Notdm prin ¢;; timpul in care echipa cu numairul ¢ poate re-
aliza proiectul cu numairul j. Trebuie repartizatd fiecare echipa la cate
un singur proiect astfel incit suma timpilor pentru indeplinirea tuturor
proiectelor sé fie minimala.

Tabelul 3.1
Lucrari
Echipe L1 L2 e Lj ase Ln

E]_ C11 C12 - Cij .o Cin i |
Ez C21 C22 e C2j C2qn 1
E; Ciit | Ca | | Cig | e |1 Cin 1
En Cnl Cn2 cen Cnj Cnn 1

1 N W e R PR N R NS

Daci notdm prin z;; faptul ci echipa cu numaérul ¢ va realiza lucrarea
cu numarul j atunci putem scrie

el 1, in cazul in care eechipa i este repartizatd la lucrarea j,
¥ 7 ) 0, in caz contrar,

fiindcd o echipi poate fi repartizatd doar la unul din proiecte. Acum
problema poate fi prezentata astfel:

n 'ﬂ
S4 se determine min F(X) = Y Y ¢ijTi; cu restrictiile:

i. fiecare proiect (lucrare) se indeplineste doar de una din echipe

n
§ xij=1! J= » T
=1
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ii. fiecare echipi trebuie repartizata la indeplinirea doar la unul din pro-

iecte
n
Yol LRI TR

i1
iii.z,-,-zo, lﬁi,an.

Observim, c& modelul matematic al problemei de repartitie este un
model liniar asem#néator cu modelul problemei echilibrate de tip transport.
Intr-adevir, dacs utilizim terminologia problemei de transport atunci in
problema i.-iii. echipele au “rolul” furnizorilor, iar proiectele (lucrarile)
— “rolul” consumatorilor (beneficiarilor) din problema de transport. Par-
ticularitatea problemei de repartitie constd in faptul ca oferta fiecarui
furnizor este egald cu unu (a; = 1), dar si cererea fiecirui beneficiar este
de asemenea egald cu unu (a; =1),i=1,n, j=1,n.

Existd un spectru larg de situatii reale din domeniul economiei care
pot fi prezentate prin modele de repartitie. De aceea rezolvarea acestor
modele a cerut o abordare aparte. Este bine cunoscut faptul cd una
din cele mai solicitate metode de rezolvare a problemelor de tip transport
este metoda potentialelor. Insi aceastd metoda, fiind aplicaté la rezolvarea
problemelor de repartitie s-a dovedit a fi neeficientd din motivul ca solutia
de start a problemei de repartitie este puternic degenerati si rezolvarea ei
necesitd un volum mare de calcule. Din aceastd cauzid pentru rezolvarea
problemei de repartitie, era necesar un “instrument” matematic aparte si
acesta a fost elaborat. In baza lucririlor lui Konig si Ergervary, Kuhn a
propus un algoritm special, numit ulterior “algoritm ungar”, care are la
bazi urmitoarele doud principii (se demonstreazi teoremele respective):

e Solutia optimd a problemei de repartitie nu se schimba dacd se
micgoreazd sau se miresc cu aceeasi valoare toate elementele lini-
ei i, i = 1,n sau toate elementele coloanei j, j = 1,n din matricea
initiald a problemei.

e Dacd toate elementele matricei ¢;; sunt nenegative gi s-a ajuns la

T T

solutia X* care verifici relatia F(X*) = }_ > cijzi; = 0, atunci
i=1j=1

X* este solutie optima.

Vom expune aplicarea practicd a algoritmului ungar examinand urmétorul
exemplu.

76



Exemplul 3.1. Pentru realizarea a cinci proiecte s-au format cinci
echipe, astfel incat fiecare echipa sa poata indeplini oricare proiect.

Tabelul 3.2

P]_ Pg P3 P4 P5

Ey 8 9 11 9 10
Eo 8 4 6 6 7
E; 7 5 T 8 9
Es| 8 4 g T 8
E; 9 6 T 8 10

In matricea prezentati (a se vedea tabelul 3.2) sunt indicati timpii in care
echipa E;, i = 1,n poate realiza proiectul P;, j = 1,n. Se cere repar-
tizarea echipelor pe proiecte astfel incat timpul in care se vor indeplini
toate proiectele sa fie minimal cu conditia c& o echipa poate fi repartizata
doar la unul din proiecte si un proiect poate fi realizat de citre o singurd
echipa. g

Rezolvare. In problema daté se cere minimizarea functiei

F(X) =8z11 + 9712 + 11213 + 9714 + 10215 + 8291 + 4T20 + ...+
+ 7T25 + ... + 951 + 652 + TT53 + 8T54 + 10255 — min,

tindnd cont de urmatoarele restrictii:

T+ Tia+ T3+ T4+ 215 = 1,

T51 + Ts2 + T3 + Tsg + Tz = 1.

T+ T +zn+z4+75 =1,

Ty15 + Tos + T35 + Tas + 255 = 1.

obsegar i 1, daca echipa FE; realizeazd proiectul P;,
“ | 0, daca echipa E; nu realizeazi proiectul P;.

Ideea algoritmului ungar se realizeazé in baza proprietatilor solutiei op-
time prezentate mai sus. Matricea initiald C' = (c;;) a problemei este for-
maté din timpii reali necesari pentru realizarea tuturor proiectelor. Vom
putea considera ca problema este rezolvatd (adicd este obtinutd solutia
optima) doar in cazul in care vom stabili proiectul P;, j = 1,5 la care
trebuie repartizatd echipa E;, i = 1,5 astfel incat toate proiectele si fie
indeplinite, iar suma timpilor tuturor echipelor si fie minimald. Deci,
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se cere determinarea repartitiei tuturor echipelor pe proiecte astfel incat
toate proiectele si fie realizate In timp integral minimal, adicd valoarea
functiei obiectiv din modelul matematic al problemei sa fie minimald. Prin
urmare , avand matricea initiald a timpilor , trebuie de ales din fiecare
linie {i fiecare coloani céte un singur element (asta o cer restrictiile prob-
lemei) astfel incit setul de elemente alese si asigure functiei obiectiv o
valoare minimala.

Daci tinem cont de faptul ci matricea timpilor poate fi modificati
fard a afecta repartitia optimé, atunci este firesc sa se caute varianta ma-
tricei ”legitim” modificate, care si contind o repartitie ce-i aduce functiei
obiectiv cea mai mica valoare posibila, adicd zero. Evident, toate com-
ponentele acestei repartitii vor fi egale cu zero. Acest scop poate fi atins
aplicind algoritmul ungar.

Algoritmul ungar se realizeazi prin urmétorii pasi:

1. Din fiecare linie a matricei initiale Cp se alege elementul cu valoare
minimal3 si acesta se scade din toate elementele liniei respective.
Astfel se obtine o nou& matrice C in care, cu siguranti, toate liniile
vor contine cel putin cate un zero.

2. Procedura din punctul 1. se realizeazd cu toate coloanele matricei
C1. In rezultat obtinem matricea C; in care fiecare linie gi fiecare
coloana contine cel putin cdte un zero.

3. In matricea Cy notim cu steluta doar céte un singur zero in fiecare linie
si fiecare coloand. Zerourile marcate se numesc independente, iar
totalitatea (mulfimea) lor se numefte cuplaj. Cuplajul se numefte
mazimal dacad numdrul lui de zerouri independente este egal cu or-
dinul matricei. Solufia optimd a problemei se confine doar in ma-
tricea cu cuplaj razimal.

4. Matricele obtinute din cea initiald se mai numesc reduse. Admitem
cd cuplajul zerourilor marcate din matricea redusid C nu formeazi
cuplaj maximal. 'In asemenea cazuri se face operatia urmitoare:
cu un numar minimal de drepte orizontale si verticale se taie toate
zerourile matricei. Din toate elementele ramase netéiate se alege cel
mai mic; acesta se scade din celelalte netdiate si se adaugd la cele
tiéiate de doud drepte (adica se afld la intersectia a doud drepte).
Restul elementelor rdmén intacte. Astfel se obtine matricea redusi
Cs.
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5. In matricea redusd C3 se cautd cuplajul de zerouri independente si
daci acesta este maximal atunci in C3 se confine solutia optimi.
In caz contrar matricei Cj i se aplici operatia de la punctul 4. si
in rezultat se obtine matricea redusa Cy. Procesul este convergent.
Dupd un numdir finit de iteratii se obtine matricea redusi Ci in
care se contine repartitia optima, adica repartitia care asigura va-
loarea minima (valoarea zero) a functiei obiectiv. Pentru a identifica
repartitia optima reali este destul sd se suprapuni matricea redusi
Cy. cu matricea initiald Cp. Zerourile marcate vor indica repartitia

optima reala.

Rezolvarea prin algoritmul ungar a problemei propuse in exemplul de
mai sus se prezintad prin setul urmator de iteratii

: bt b |

Co =

© 0~ W w
NN

4
5
4
6

—ng

W =~ MY

10 8 0 1
i 4 4 0
9 5 — 01 = 2 0
8 4 4 0
10 6 3 0

0 0

[0 — 2 —2—0—0)
|8g |
3—0—0—0"—0

| I
(P Vi sk

3 0* 1 1

0
S
1
I
\3‘10*12)
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OF "3 endok, Bzl 3-10-.0 0-:0
3 sieilse A1 050 50,01
—Cy = 0 0 05007 10 S Xty 0001 0
2 gt l 50 2A0 0.k 0 0 0
A RS e B g | 0z8::1 0 O

Observam ci in matricea C4 avem marcate cinci zerouri, ca te unul in
fiecare linie gi in fiecare coloand, ceea ce inseamna cé setul de zeruri mar-
cate (sistem complet de zeruri independente, cuplaj maximal) reprezinta
solutia optimé a problemei. Inlocuind in matricea Cy fiecare zerou mar-
cat cu 1, iar celelalte elemente ale matricei cu 0, obtinem solufia optima
a problemei X*. Deci repartitia echipelor pe proiecte va fi optima daca
Ti1 = Toq = T35 = T43 = T3z = 1, iar toti ceilalti z;; vor fi zero, adica
echipa E; va fi repartizatéd la proiectul P;, Es — la proiectul Ps, E3 — la
proiectul Py, E4 — la proiectul P; si Es — la proiectul P3. In acest caz
timpul total minimal necesar pentru realizarea celor cinci proiecte, con-
form matricei initiale Cp va i F(X*) = ¢11 = ¢25 = €34 = €42 = C53 =
8+ 7+8+4+4+7=34. #

3.2 Probleme de repartitie neechilibrate.

Exist# situatii in care numérul de lucrdri este diferit de numaérul de
executanti — caz analog cu problemele de transport neechilibrate. Prob-
lemele de repartitie de acest gen se echilibreazi ca si cele de transport.
Dac#, bunfoars, numirul de lucriri este mai mare decat numarul de
executanti, adici n > m in problemé se adaugd n — m executanti fic-
tivi, atribuindu-le timpi egali cu zero (acestea nu existd, prin urmare, nici
timp nu consumi). Astfel problema devine echilibraté ti poate fi rezolvata
prin algoritmul ungar. Rezultatul rezolvarii va contine n — m lucréri ne
indeplinite. In mod analog se procedeazi si in situatiile in care numérul
m al executantilor este mai mare decit numaérul n al lucrérilor. In acest
caz in problemi se adaugd m — n lucriri fictive. In rezultatul rezolvirii
problemei m — n echipe nu vor fi repartizate la lucréri.

Exemplul 3.2. Se cere realizarea a cinci proiecte. S-au angajat doar
patru echipe. Matricea timpilor este:

5 4
o=

= =] ©
[ =T}
= =
G~ G T
(=T, B~ )
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S¥ se determine repartitia oprimi cu criteriu de minimizare.
Rezolvare. In primul rand echilibram matricea initiala.

(1 —0—0"—1—2)

|
P B P P Tk

Bi.5 4, A 5: 5.8 el Rk 5 {I)

¥ 9 6 6 8. 515 A
B 7 6 6 7 BRI EE T T 0"*

B, 4 5 4 5 6k4 > TEA

B 0 -0 0. .0 _.0h0 0 S e Oyl ?

L0 0 D

1 00 0 1 3 01000

3 g doo' B 0:0°1 0 0

L) 100001 oA =4fc 0o et

or 113954 " g 10000

VR e 079 051

Aici E5 este un executant fictiv. Matricea este echilibratd. Aplicim
algoritmul ungar. In matricea a doua nu avem cuplaj maximal (k = 4,
iar n = 5). T4iem liniile I, l4, I5 si coloana a cincea, dupé aceasta din
elementele netdiate alegem pe cel mai mic gi formdm matricea a treia.

In baza matricei a treia obtinem solutia optima X*. Astfel Ey va in-
deplini proiectul Py, Eo — proiectul P3, E3 — proiectul Ps, B4 — proiectul
Py, iar E5 — proiectul Py, ceea ce inseamn3 ci acest proiect va rdméne
nerealizat. Timpul minimal necesar pentru realizarea celorlalte proiecte
constituie: Fiin = F(X*) =cjo+ce3+c35+cyg =4+64+5+4=19 un.
#

Exemplul 3.3. In acest exemplu se cere sd se determine repartitia
oprimi cu criteriu de minimizare a cinci echipe la realizarea a patru
proiecte, daca

Q

]
(<4 B = B B e B |
= T = N
~N 000 ©
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Rezolvare. Echilibrim matricea inifiald si aplicim algoritmul ungar:

P1 P, P
1 o 5 9
Ey 6 4 8
i 0 T R ¢
E; 6 5 4
Fs 5 6 7

S 4. A

1 1
.0
— d 02
2
e

wQ wwn

Py

4

10

9

W o W

(=]

oo

*

1

Ps

Coococoo

1
1

0
0
0

(2
1

2

—iX‘:

1

00

—3—1—20)
00010
01000
0000 1
00100
10000

In acest exemplul proiectul Ps este fictiv. Conform solutiei optime X™*
acestui proiect ii corespunde echipa E3. Deci echpa F3 nu va fi repartizati
la nici un proiect. Aici valoarea functiei obiectiv este Fi, = F(X*) =

ciqt+copy+egg+cs1=4+44+4+5=1T7.

#

Exemplul 3.4. Intr-o sectie a unei intreprinderi se asambleazi un
tip de dispozitive pentru automobile. Asamblarea unui dispozitiv se real-
izeazd prin gase operatii diferite. Seful sectiei trebuie si repartizeze sase
muncitori — cate unul la fiecare operatie, care s asambleze dispozitivul.
Muncitorii au trecut un test prin care s-a determinat timpul necesar fieca-
rui muncitor pentru realizarea fiecirei operatii. Rezultatele testirii sunt
prezentate in tabel.

( by
M,
M3
M,
M;

\ Mo

Oy
23
8
6
11
12
4

0,
6
16
90
90
17
12

O3

¢
11

9
18
12
T3

O4
12
6
8
15
11
6

Os
6
12
16
15
7
17

Os
12 \
11
23
12
15

90 /

6
6
6
1

7
4

[

S-a stabilit ¢4 muncitorii M; si My nu pot indeplini operatia O, iar Mg
nu poate indeplini operatia Og. Sa se determine repartitia muncitorilor
pe operatii, astfel ca dispozitivul si fie asamblat intr-un timp minimal.
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Rezolvare. Cum s-a procedat gi in exemplele de mai sus, notam prin c¢;;
timpul (minute) in care muncitorul M; poate indeplini operatia O;. Pen-
tru a tine cont de faptul ci muncitorii M3, My gi Mg nu pot indeplini an-
umite operatii vom admite contrariul, adici ei ar putea realiza operatiile,
dar in timp foarte indelungat. Punem pe locurile mentionate in problema
numere foarte mari in comparatie cu restul timpilor din tabel. Aici am
pus numérul 90 (puteam pune oricare alt numar mare) gi am “blocat”
astfel operatia Oy pentru muncitorii M3 §i My, iar operatia Og pentru
M.

(17—0_0'-—6--0—5\
I
17 0 1 6 0 6 2 —10— 4 —0" — 6 =4
2 10 5 0 6 5 |
0 9 3 2 10 17 0.x T90Y 2% 2 . 155 N
DT 4 4 LT —
5 10 &=4 ..0:8 0 — 00 s G seonl @ i N
0 8 7 2 13 9 |
D capelsy- @ 1 5ol il O 4 SN
I
\ 0* 8 6 2 13 90}
19 0* 0. 6 -.0.:5 0 1.0 00 0)
4 10 4 0* 6 4 0 0 0. 17950
0 90 0* O &8 4 AL 100 1705000
]l 2 90 6 Asg i AT 0 000 E
7 10 47 4 0 U7 00 0 0%L0
0* 6 "4” 0 311 %90 100000)

Solutia optim# se asociazi cuplajului maximal de zerouri marcate din
penultima matrice. Conform acestui plan de repartitii timpul total pentru
asamblarea unui dispozitiv constituie
Fauin = F(X®) = c12 + c24 + ¢33 + c46 + 55 + C61 =
=6+6+94+12+ 7+ 4 = 44 minute. #

3.3 Probleme de repartitie cu criteriu de
maximizare

Existd probleme de repartitie in care criteriul de optimalitate este de
maximizare. Astfel de probleme pot fi rezolvate deasemenea prin algorit-
mul ungar, insi doar dupi racorderea lor la acest algoritm.
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in cazul in care problema de repartitie este cu criteriu de maximizare,
ea mai Intai trebuie transformata intr-o problema echivalenta, dar cu cri-
teriu de minimizare, la care se aplica algoritmul ungar. Trecerea de la o
problemd de repartitie de maximizare la una echivalenta de minimizare se
realizeazi prin urmétoarea procedura:
Fie datd problema de repartitie

max F(X) = ZZC._J * Tig-

i=] j=1

Identificim elementul d = maxc;;, i = I,n j = 1,n. Formulim o prob-
LIV}

lema noua:
n n

min F'(X) =33 s 2is,
1

i=1 j=

unde cﬁj = d — ¢;;, care se rezolvi, utilizind algoritmul ungar.

Exemplul 3.5. O firméd deschide patru puncte comerciale noi (Cj
j = 1,4) la care trebuie si angajeze patru vanzitori. Au depus actele
pentru angajare cinci pretendenti (P;, i = 1,5). Fiecare din ei au trecut o
testare menitd sé determine eficienta activitétii la fiecare punct comercial.
Rezultatele testérii sunt prezentate in matricea M;.

17 -1 916498
13 14 17 18
Mi=1] 15 13 16 15
16 15 12 13
14 16 17 17

Se cere de stabilit repartitia pretendentilor la punctele comerciale, astfel
incat eficienta totald si fie maximald cu conditia cd fiecare pretendent va
deservi un singur punct comercial gi fiecare punct comercial va fi deservit
de cdtre un singur pretendent.

Rezolvare. Problema propusé este neechilibratd dar totodatd si cu cri-
teriu de maximizare. In primul rand echilibram problema adéugénd un
punct comercial virtual (fictiv) evident cu eficiente nule. Obtinem ast-
fel matricea a doua M>. Dupd aceasta racordam problema echilibrata la
conditiile algoritmului ungar, adicé transformdm problema de maximizare
intr-o problemi de minimizare. Pentru aceasta alegem din matricea M,
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elementul cu cea mai mare valoare, aceasta fiind 18, si din el scidem valo-
rile tuturor celorlalte elemente ale matricei, formand astfel o noud matrice
M;. La M3 aplicam algoritmul ungar.

17 12 '15° 1810 1 6 3 0 18\ 0
13 14 17 18 0 5 4 1 0 1810

Ma=1]15 13 16 15 0| -M3z3=1}|3 5 2 3 18|2 —
16 156 12 13 0 2 3 6 5 18| 2
14 16 17 17 O 4T 230 Tx IR

[ 1 5. 3 0o g

1. 6, 80008 |,
5 Al 1B iy Tk Dl 2
M4=é?2;ig = My = [ asars e itndspao
3 1.-0;:.0i 3% ; I
01 0 0 16 0_0_4_?_0
\3——0*——0—0-1}
0% -4 1 0%l
: 4 =2 igEgesy
-+ Ma={% 1% 2 7.0 5. 28G" I} S
0 0 4 4 0O
34 0 prs1Ea)
1¢0 O 050 CI0°0>1 0
00 & 100 0i0 Y00
X*=| 9050 9 &1 X*=1000 01
0 1. 600 )
00100 01000

In continuare aplicim asupra matricei Mj3 algoritmul ungar, adicg formim
matrice cu cuplaje de zerouri independente pand cind se obtine matricea
cu cuplaj maximal (k = n). In problerna dat¥ aceasta este matricea Ms.

in baza matricea Mg obtinem solutia ¢ptiméa a problemei X*, cat si - agh

“Suprapunem” matricea Mg cu M, si constatim cd repartifia optimi a
pretendentilor la punctele comerciale este urmitoarea: P, — Cy; Pp —
Cy; P3 — Cs; Py — Ca si Ps — Cs. In acest caz eficienta maximi este
Frax = F(X*) = my; +mog+mgs+maz+mss = 17+18404 15417 = 67,

85



unde m;j, i = 1,n j = 1,n sunt elementele matricei M;. Observim ci
pretendentul al treilea raiméne neangajat.

Remarca. O problema de repartitie poate avea mai multe variante
de solutii optime insd pentru toate variantele optime posibile valoarea
functiei obiectiv este una si aceeagi. Bun#ioari, o soluje optimi a problemei
este gi X*. Astfel, in problema rezolvatd o repartitie optimi este si re-
partitia: Py — Cy; P, — C3; P — Cs5; Py — Cy; Ps — Ca. In acest caz
Faax = F(X*) = myg+moz+mas+my;+mgy = 184+1740+16416 = 67.
#

Exemplul 3.6. Directorul firmei are de format cinci echipe de lu-
crdtori care sa realizeze lucrarile de montare a utilajului in cinci puncte
comerciale. In fiecare echipi se va include cédte un inginer si cate un de-
signer responsabili de realizarea lucririlor. La formarea perechilor inginer-
designer au participat persoane cu experienti in domeniu si care s-au mai
intalnit anterior unii cu altii, indeplinind lucrari similare. Persoanelor
care intentionau sa formeze perechi inginer-designer li s-a aplicat un test
psihologic, menit s& determine compatibilitatea reciproca a perechilor pre-
conizate. Conform teoriei, indicele de compatibilitate variazd de la 20
(relatii de prietenie) pand la 1 (ostilitate reciprocd). Rezultatele testarii
sunt prezentate in tabel.

Dy laopls Iy Is
DytiBun 115 10 9 7

Ig

6

D, 10 11 13 10 13 9

My E 13
7

Dy 8 14 1108 14
3 5911 164 8L 15
e v 11- 10413, T dB

Determinati repartitia inginerilor si designerilor pe perechi astfel incéat
suma indicilor s& fie maximala.

Rezolvare. In primul rand problema trebuie echilibrati, adici vom com-
pleta tabelul cu un designer virtual Dg (inexistent). Indicii de compa-
tibilitate ai acestuia cu toti inginerii sunt egali cu zero. Astfel venim la
matricea Ma. Transform&m matricea M, racordind-o la conditiile algo-
ritmului ungar, adici din elementul maximal 16 al matricei My scidem
toate celelalte elemente. Obtinem matricea Mz la care aplicam operatiile
algoritmului ungar pani se ajunge la matricea Ms, in care exista cuplajul
maximal de zerouri independente. Acest cuplaj reprezintd solutia optima
a problemei.

86



6 11 .10:99« Tich 10 5.6 7. 9NI0NEE
10 11 13 10 13 9 6573768 BaT ks
8 14 11283413 21 84:20 5802 1 e
Ma=| ¢ 1115500356 FAd BT 7. & T Tyl Bl S0
14 11 10 13 7 16 2 51683 R0TRE
0 0 0 0O 0O 16 16 16 16 16 16/ 16
(5 0 1 4 5
| | I |
3 2 QuasiiB sl 4
| I | I
6 0 Rk e 1
— My = I | I | {—
6 TESN | POl L | 8
I I | |
2 5 Gulii B T O 500
I I I |
\0* — 0 —0—0—0—0)
W Gl TR A
R0 oM L0 e
0B A D
Mo g 5 0 ol i
_056196*
| B b
00 0100 000100
(1YY 1 T s TR A 00020 0. 25D
il o0k alials il e i Oy 0.0 WD
oo O W v 8 s AR AR at
0.0-0:0-01 0 00O0O0°1
L 000020 540400 +8--0
O variantd optim# poate fi repartitia: (Dy, Iy) = 9; (Da, I3) — 13;

(D3, I)) = 14; (D4, Is) — 15; (Ds, Ig) — 16

sau repartitia: (D, I4) — 9; (D2, Is) = 13; (D3, I2) — 14;

(D4, I3) b 15 (D5, Ie) — 16. :

Nivelul total al compatibilitdtii optime constituie 67 puncte. In aceste
cazuri inginerul J; nu va particpa la realizarea lucrérilor. #
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Exemplul 3.7. O companie de transport planifici si asigure tran-
sportul de pasageri dintre oragele Chigindu gi Bucuresti, organizand in
acest scop cinci rute tur-retur. Conform legislatiei, fiecare echipa care
deserveste transportul de pasageri la sfartitul rutei, trebuie si beneficieze
de o pauzi de odihni cu durata de cel pugin cinci ore. Totodati compania
considera cé aceasta pauzi nu poate si dureze mai mult de 24 ore. Orarul
rutelor este stabilit de cétre autoritdtile oragelor. Se cere si se elaboreze o
repartitie a echipelor pentru cazare (Chisindu sau Bucuresti) astfel incat
timpul total necesar pentru odihna echipelor si fie minimal.

Orarul rutelor
Plecarea din Numérul Sosirea la Plecarea din Numarul Sosirea la

Chiginau rutei  Bucuresti Bucuresti rutei Chisinidu
05,00 1 12,00 05,30 6 12,30
07,30 2 14,30 08,30 i/ 15,30
10,30 3 17,30 14,00 8 21,00
18,00 4 01,00 17,30 9 00,30
23,00 5 06,00 00,00 10 07,00

Rezolvare. Form&m dous tabele: tabelul 3.3 (T1) si tabelul 3.4 (T2). In
T1 vom indica timpii pentru pauzele de odihna ale echipelor care pleacd
din Chigindu, iar in T2 — pentru cele care pleacd din Bucuresti.

Tabelul 3.3 (T1) Tabelul 3.4 (T2)
Pauzele de odihna ale echipelor Pauzele de odihna ale echipelor
care pleacd din Chisindu care pleacd din Bucuresti
6 7 8 9 10 6 T 8 9 10

17,30]20,30| 2,00 5,30(12,00
15,00]18,00|23,30} 3,00| 9,30
12,00115,00{20,30| 0,00| 6,30
4,30{ 7,30{13,00{16,30{23,00
23,30] 2,30| 8,00{11,30|18,00

16.30|13,30] 8,00] 4,30|22,00
19,00(16,00|10,30] 7,00| 0,30
22,00/19,00|13,30|10,00] 3,30
5,30] 2,30|21,0017,30|11,00
10,30| 7,30] 2,00|22,30/16,00

Q| QO B =
Y ] O B =

Pauzele de odihna ale echipelor care pleaca din Chigindu (T'1) se determina
astfel: admitem ci echipa intai deserveste ruta intdi, adicd porneste din
Chiginéun la ora 5,00 si soseste in Bucuresti la 12,00. In cazul in care
pentru retur aceastd echipa va deservi ruta 6 ea va pleca din Bucuresti la
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ora 5,30 a zilei urmitoare. Deci pauza ei va incepe la ora 12,00 (sosirea
la Bucuresti) si se va termina la ora 5,30 a zilei urmitoare (plecarea din
Bucuresti), adici va avea o duratd de 17 ore i 30 de minute. Daci,
ins#, aceeagi echipa (N.1), care soseste la Bucuresti la ora 12,00 va deservi
pentru retur ruta 7, ea va pleca din Bucuresti la 8,30 a doua zi, adici
pauza de odind va dura 20 de ore gi 30 de minute. In mod analog se
determina i duratele celorlalte pauze.

Avand tabelele T1 gi T2 form#m tabelul Tabelul 3.5 (T'3) in care inclu-
dem timpii minimali de odihni pentru fiecare echipd numita si realizeze
fiecare rutd. Bun#oara, in cazul in care echipa a doua va deservi ruta
6 ea se va putea odihni sau 15 ore la Chigindu, sau 19 ore la Bucuresti.
Alegem durata mai mic#, adicd 15 ore. Dac# aceeastd echipa va trebui si
deserveasci ruta 9 ea ar avea pentru odini sau 3 ore la Chigindu sau 7 ore
la Bucuregti. Numérul mai mic este 3, insd nu-l putem scrie in tabelul T3
fiindci, conform regulamentului, pauza minimald pentru odihni trebuie
s8 fie nu mai mic# de 5 ore. Deci in tabelul T3 vom scrie valoarea 7. In
acest mod se determind toate elementele tabelului T3.

Tabelul 3.5 (T3)

6 7 8 9 10 | min
T [CT1630|C[13,30 [ C| 8,00 [B] 5,30 B 12,00 5,30
2 |B|15,00|C|16,00|C|10,30|C| 7,00|B| 9,30]7,00
3 |B|12,00/B[15,00|C [13,30|C[10,00 |B| 6,30 6,30
4 [C|[530|B]| 7,30 |B[13,00|B|16,30 | C | 11,00 | 5,30
5 |C|10,30[C| 7,30|B| 8/00|B[11,30|C |16,00]7,30

Transformam tabelul T3 aplicand algoritmul ungar: din elementele primei
linii scadem 5,30; din elementele liniei a doua scidem 7,00; din linia a treia
scadem 6,30; din a patra scidem 5,30; iar din a cincea 7,30. Vom obtine
astfel cel putin cate un zero in fiecare linie, adicd tabelul 3.6 (T4).

Tabelul 3.6 (T4)

6 7 8 9 10
11,00 | 8,00 | 2,30 | 0,00 | 6,30
8,00 | 9,00 | 3,30 | 0,00 | 2,30
5,30 | 8,30 | 7,00 | 3,30 | 0,00
0,00 | 2,00 | 7,30 | 11,00 | 5,30
3,00 | 0,00 | 0,30 | 4,00 | 9,00
0,00 | 0,00 | 0,30 | 0,00 | 0,00

--E.c:c:-oawa-‘
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Printr-o proceduré similara transformim tabelul T4, asigurand si fiecare
coloani cu cel putin céte un zero. Venim la tabelunl 3.7 (T5).

Tabelul 3.7 (T5)

6 £, 8 9 10
1. 11L.00. .800. 200 ...0,00 6,30
I l |
2 |800 900 3,00 000 230
| | |
3 |53 8,30 630 3,30 0,00
| | |
4 {000 200 700 11,00 5,30
|

| 1
5 |3,00 —0,00—0,00— 4,00 —9,00

Tabelul 3.8 (T6)
6 7 8 9 10

11,00 6,00 | 0,00 0,00 6,30
8,00 7,00 1,00 | [0,00{ 2,30
5,30 6,30 4,30 3,30 | (0,00

0,00 0,00 5,00 | 11,00 5,30
500 | [0,00{ | 000 | 600 | 11,00

i | W)=

Tabelul 3.8 (T6) contine cuplajul maximal de zerouri independente,
adicd solutia optimé a problemei.

In baza tabelului 3.8 (T6) si tabelului 3.5 (T3) obtinem urmitorul
rezultat:

Echipa N.1 se va odihni in Chigindu 8,00 ore si va deservi (8;1);

Echipa N.2 se va odihni in Chisiniu 7,00 ore si va deservi (9;2);

Echipa N.3 se va odihni in Bucuresti 6,30 ore gi va deservi (3;10);

Echipa N.4 se va odihni in Chigin&u 5,30 ore si va deservi (6;4);

Echipa N.5 se va odihni in Chisinau 7,30 ore si va deservi (7;5). #
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Exemplul 3.8. Sase studenti ai facultitii de constructii cu specia-
lizarea “Poduri si gosele” finiseaza studiile si urmeazi a fi repartizati la
locurile de munci. Ei au primit o listd cu tase posturi vacante disponibile,
insd diferite din punct de vedere al atractivitatii (localitdti care diferd prin
conditiile climaterice, prin relieful regiunii, prin distantele de la locurile
natale etc.). Pentru a nu fi repartizati in mod brutal, li s-a propus sa-ti
exprime preferintele personale atribuind fiecdrui loc din cele sase pro-
puse, un numir de puncte de la zero pani la douizeci (20-cea mai inaltd
apreciere). In rezultat s-a obtinut urmitorul tabel 3.9 (T1). Si se deter-
mine repartitia inginerilor pe posturile vacante astfel incat nivelul integral
(suma totali) al preferintelor si fie maximal.

Tabelul 3.9 (T1)

Posturi Pj

Ingineri I; P P | P 3/ i Fs
I 4 8 16 20 F 0
I 16 20 8 0 4 12
I 0 12 4 16 20 8
I, 4 0 16 12 20 8
= 12 (.16 1:0.] 8 | 201 4
Ig 20 16 12 0 4 8

Rezolvare. Problema propusi este cu criteriu de maximizare. Prin ur-
mare, tabelul 3.9 (T1) se racordeaza la, algoritmul ungar. Astfel se obtine
tabelul 3.10 (T2). In continuare aplicim succesiv operatiile algoritmului
ungar.

Tabelul 3.10 (T2)

Posturi P;

Ingineri / i P1 .Pz .P3 P4 P5 Pg
I 16|12 4 0 8 20

I, 4 0 12 20 16 8

I3 20 8 16 4 0 12

Iy 1 16 20 4 8 0 12

I 8 4 20 12 0 16

i 2 e e g R T R
m‘_in 0 0 4 0 0 8

91



Tabelul 3.11 (T3)

Posturi Pj
Ingineri I,'- P;[ Pg P3 P4 P5 P5
I; 16—12 — 0 — 0 — 8 —12
I I
I; 4 —0 —8 —20—16— 0
| I
Tadot ARV R 12 o ity o0, 4
I |
I 16—20 — 0 — 8 —0 — 4
I I
Is Bote 18 12 0 2 8
| I
Ts QEnTRE 4 201 16 4
Tabelul 3.12 (T4)
Posturi P;

Ingineri Il‘ P]_ P2 P3 P4 Ps Pﬁ
I 0ol e et ae | 12
I bl s 20 | 20 | lo]
I 20 | 4 8 o2 18] -0
A 20 [ 20 | |o*] | 8 4 | 4
Iy 8 | [o]]| 12 8 0* |4
Is fo*] | o 0 16 | 16 | 0

In rezultat se obfin urmatoarele doua repartitii optime cu punctajele

de preferinti respective:

L 2 I1—+P4--
I4—*P3-16,
e [, — Py - 20,
I4—>P3—16,

20,

Iz—'Ps-—lZ, 13 = Ps —20,
Is —» P, - 16, I, — P — 20;
I2—>P2—20, I3-—bpﬁ'-8,
I5—*P5-—20, Is—*Pl - 20.

Punctajul integral de preferinta este 104. #
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4 Elemente de teoria jocurilor

La rezolvarea diferitor probleme de ordin practic apare necesitatea de
a analiza situatii in care se ciocnesc doud sau mai multe parti, urmérind
scopuri diferite, iar rezultatul oricirei masuri care ar asigura succesul une-
ia din pirti depinde de actiunile oponentilor sdi. Astfel de circumstante
se numesc situatii de conflict sau situatii competitionale.

Situatii de conflict se intalnesc frecvent gi in domeniul economic unde
sunt implicati factori cu diferite interese, deseori diametral opuse. Fiecare
participant constaté ci succesele sale depind nu numai de actiunile proprii,
dar si de faptele celorlalti participanti. Astfel, procesul de elaborare a unei
anumite decizii in situatiile de conflict implicd doud sau mai multe parti
cu interese diferite.

Teoria jocurilor este o filierd a matematicii care se ocupa de studierea
situatiilor de conflict sau competitionale gi de elaborarea modelelor ma-
tematice pentru luarea deciziilor in asemenea situatii. Pentru a face posi-
bila aplicarea analizei matematice in studierea unei situatii de conflict, se
cere realizarea unui model matematic simplificat al situatiei, care sa tind
cont de regulile permise pentru partenerii conflictului. Astfel de model se
numeste joc (in teoria jocurilor notiunile “joc” gi “conflict” sunt sinon-
ime). Participantii conflictului se numesc jucdtori.

Se numeste joc o situatie de conflict sau competitionala, definitd printr-
un set de reguli, in care actioneazi doi sau mai multi jucétori, care succesiv
§i independent aleg si realizeazi céte o decizie (adicd fac cite o “migcare”)
dintr-o mul{ime disponibili de alternative.

Setul de reguli prin care se determinﬁ alegerea uneia dintre variantele
disponibile de actiune la o migcare se numeste strategie. In regulile jocu-
lui se precizeazi conditiile in care jocul se considerd terminat. Jocul se
desfigoara prin partide. Partida constituie realizarea succesivi a unui set
de migcdri, respectand regulile jocului care sunt in prealabil cunoscute
de citre jucitori. Pentru fiecare juciitor o partidd se termind cu céstig,
pierdere sau egalitate. Scopul fiecirui jucitor este de a obtine un céstig
cAt mai mare care se determiné prin valorile functiei de plata.

Teoria jocurilor urmareste elaborarea metodelor de determinare a stra-
tegiilor care maximizeazi (minimizeaza) o anumité functie obiectiv. Astfel
de strategii se numesc optime. Scopul teoriei jocurilor este determinarea
strategiilor optime ale juc#torilor. O strategie se numeste optimé dacd
la repetarea multipld a’jocului ea asigurd juciétorului respectiv un castig
mediu maximal. Jocul se considera definit daca:
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e se cunoaste numdarul jucatorilor,
* se cunoaste lista strategiilor disponibile pentru fiecare jucitor,

® se cunosc castigurile fiecdrui jucator pentru oricare dintre strategii.

4.1 Jocuri de doi jucatori cu suma nula

In cele ce urmeazi vom examina jocuri cu doi jucatori A si B. Aceasta
clasa reprezintd un spectru larg de aplicatii practice. Fiecare dintre juca-
tori doreste sd obtind o platd cdt mai mare pe seama celuilalt jucitor si
astfel apare conflictul de interese. Admitem ci A dispune de m strategii
Ay, As, ..., Ay, iar B de dispune de n strategii By, Ba, ..., By. Fiecarei
perechi de strategii (A;; B;j) i se asociazi un numir a;; care exprima
cagtigul lui A primit de la jucdtorul B (dacd a;; > 0) sau pierderea lui A
in folosul lui B (dacd a;; < 0) in cazul in care A aplicd strategia sa A;,
iar B strategia sa B;. Astfel de jocuri pot fi prezentate integral printr-o
matrice de dimensiune (m x n), care se numeste matrice de plata.

By dBs v LBy
ail a2 Ain A |

A=| 922 @2 .. a2 Az (4.1)
@m1 Qm2 - Qmn Am

Un caz particular al acestei clase de jocuri il constitue jocurile cu
sum3 nuli. In jocurile cu sumi nuld avem [a;; + (—a;;)] = 0, unde a;;
este cagtigul jucdtorului A, iar —a;; este pierderea jucatorului B. Jocurile
de doud persoane cu suméi nuld prezentate in forma (4.1) se numesc jocuri
matriceale sau jocuri antagoniste.

In cele ce urmeazi vom examina doar jocuri finite, adici jocuri in care
fiecare jucator dispune de un numar finit de strategii.

Fie dat jocul cu urmatoarea matrice de platd (tabeld de plata):

Tabelul 4.1
Ai\Bj B]_ Bg Bg B.g Bs Q; = mjin aij
A, gabes ol 2 1, 2 .
A, kg 43 4.1 5 1
Az o T T 1
Ay Bl a6 bk bbb &
B; = maxa;; | 10 | 9 4]] 8 | 9
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In acest joc jucdtorul A dispune de patru strategii (prezentate prin
liniile matricei), iar B are la dispozitie cinci strategii (fiecare din ele con-
stitue o coloani a matricei). Jocul incepe cu prima miscare a unuia din
jucitori. Vom considera in continuare , ca prima migcare o face jucatorul
A, dupi care urmeazi miscarea lui B. Amintim: o migcare este alegerea,
in conformitate cu regulile jocului, a uneia din actiunile disponibile (a unei
strategii) si realizarea acesteia cu scopul de a obfine in rezultat un castig
cit mai mare. In matricea de platd a jocului prezentat toate elementele
sunt pozitive, iar jucitorii au interese opuse — castigul unuia este egal cu
pierderea celuilalt. S& examindm modalitatea prin care jucatorul A isi va
alege strategia sa. In matricea de platd este un castig ademenitor in va-
loare de 10 unititi, care poate fi obtinut doar alegénd strategia Az. Insa
jucdtorul A igi di bine seama ci oponentul sdu B, care este tot atat de
rational, nu-i va permite si castige 10 unitéti si va actiona prin strategia
sa Ba, oferind astfel lui A cel mai mic cistig posibil de o (“1”) unitate.
Deci A nu va aplica A3. Rimaéne de stabilit care din cele patru strategii
disponibile ale lui A ar fi convenabild pentru sine. Alegerea acesteia se
realizeaza tinand cont de principiul prudenfei (unul din principiile funda-
mentale ale teoriei jocurilor). Jucktorul A, alegand strategia A;, i = 1,4,
este congtient de faptul cd jucdtorul B ii va rdspunde cu acea strategie
B;, j = 1,5 pentru care castigul lui A (notat cu oy, i = 1,4) si fie cat
mai mic, adicd oy = n}_in a;j. Deci A nu poate miza pe un céstig mai mare
decat o; si avand la dispozifie patru ('ﬁn = 4) strategii o va alege pe aceea
care-i asiguré cel mai mare céstig (notat cu a), adicad

a = max q; = maxmina;;.
i i Jj

Mirimea a se numesgte valoarea inferioard a jocului gi constitue cagtigul
maxim al juciitorului A (al primului juc#itor). In exemplul dat a = 4.
Acesta este cdgtigul garantat al primului jucitor, adica orice n-ar intre-
prinde jucitorul B céstigul jucitorului A v-a fi nu mai decét a = 4.

Principiul dup# care se conduce primul jucétor (jucitorul A) se nu-
meste marimin si se realizeazi prin urmatoarele operatii:

- la matricea de platd se atageazi (in partea dreapti) o coloand suplimen-
tard formatd din mdrimile ay, ag, ..., am, determinate prin relatia
a; = minaij, 1 = 1,m, j = L,n, adici o; este castigul minimal

J
selectat din linia cu numarul i (deci strategia A;),

- dintre toate elementele a; ale coloanei suplimentare obtinute se alege
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elementul cu valoarea cea mai mare si se noteazi cu . Astfel avem
a = maxa; = maxmina;;.
i i J

In cazul examinat o = 4. Strategia A4 (In exemplul dat) care asigurad
jucdtorului A, fird nici un risc, un castig cel putin egal cu a se numeste
strategie purd mazimin.

Astfel conchidem ci urménd principiul mazimin primul jucitor va
obtine un castig garantat nu mai mic decét a indiferent de actiunile celui
de al doilea juciator.

Examindm jocul celui de al doilea jucétor (jucitorul B) si determinam
strategia optim& a acestuia. In matricea de platd elementele coloanei
cu numarul j constituie pierderile jucdtorului B in cazul in care acesta
alege strategia B;. Alegand oricare din strategiile sale, jucitorul B este
congtient de faptul, ci oponentul siu A ii va rdspunde cu asa o strategie
A;, care sa-i aducid lui B o pierdere maximald. Tinand cont de aceste
considerente, jucatorul B va selecta din fiecare coloani elementul maximal
B; = max a;;, i = 1,n si cu ele va forma o linie suplimentari, care se va

ataga la matricea de platd. In aceastd linie vor fi prezentate pierderile
maximal posibile ale jucitorului B selectate din fiecare coloana (adica din
fiecare strategie). Scopul lui B consté in alegerea strategiei B, j = 1, n,
care si-i asigure pierderea cea mai micd (acesta se va nota prin simbolul
B) din cele mai mari posibile. Astfel avem:

g

Principiul de care se conduce jucitorul al doilea (jucitorul B) se
numeste minimaz , iar mdrimea § se numegte valoarea superioard a jocu-
lui. In exemplul de mai sus avem § = 4. Daci jucitorul al doilea joacs
conform principiului minimazr atunci pierderea lui nu va fi mai mare decéat
B = 4 unititi, si acest rezultat nu depinde de actiunile primului jucitor.
Strategia care-i asigurd jucdtorului B (adicd jucitorului al doilea), fara
risc, o pierdere minimal3 egald cu 3 se numegte sirategie purd minimaz a
acestui jucdtor.

Strategiile alese de citre fiecare juciitor conform pricipiilor sale (expuse
mai sus) se numesc strategii minimaz, ier mdrimea o (cdstigul primului
jucdtor) se numeste valoarea jocului i se noteazd prin simbolul v.

Intr-un joc matriceal valoarea inferioars « nu depiigeste valoarea su-
perioard 3, adicd a < 3.
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4.2 Jocuri cu puncte de echilibru

Un loc separat in teoria jocurilor apartine jocurilor in care

Fo = |

max min @;; = min max a;;.
L) 7 3 i

Aceasti clasi poartd denumirea de jocuri cu punct de echilibru sau punct
“sa”. In matricea de plati a oricdirui joc cu punct sa existi element care
are cea mai micd valoare in linia sa si totodati cea mai mare valoare
in coloana sa; acest element se numegte punct de echilibru sau punct ga.
Valoarea comuni a mérimilor a si § se noteazi cu v si se numeste valoare
purd a jocului

a=pB=1u

Strategiile A;, B; care formeazi punctul de echilibru se numese op-
timale, ele determind o situatie de echilibru. A rezolva un joc matriceal
inseamnd a determina strategiile optime pentru fiecare jucitor cat si va-
loarea jocului. Prin urmare solutia jocului in asemenea cazuri poate fi
prezentate in forma

(As; Bj; v),
§i se spune ca jocul are solutii in strategii pure (acestea fiind A; si Bj).

Solutia jocului posedi urmitoarea proprietate: dacd unul dintre jucd-
tori nu se abate de la strategia sa optimd, atunci nici pentru celdlalt nu
poate fi convenabil sd devieze de la strategia sa optimd.

Exemplul 4.1, Si se rezolve jocul cu urmétoare matrice de plata:

@
8 Bien6 \; o8
A= <8 =Brr1d ] <8
12¢ 08 i3 funty
Byl 250 aB swld

Rezolvare. Determindm mérimile a; = m}in aij, 1= 1,3; ji=1,3 (care

constituie cele mai mici castiguri, adicd castigurile garantate ale primului
jucdtor pentru fiecare din strategiile sale).
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Avem:
C!1=111J:111( ay; a2 013)=m}n(8 o 6):5,
a2=mjin(a21 az2 azs)=min(—8 -5 14)=+8,
J

a3=n§m(a31 ‘632 a3z )=min( 12 3 -3 )=-3.
J

Form#m coloana mérimilor a;, i = 1,3 si o atagdm la matricea de plata.
Aplicam principiul mazimin si aflim valoarea inferioari a jocului:

a=maxa; =max | —8 | =5.
T i _3

Prin urmare valoarea inferioara a jocului este @ = 5 si se obtine in cazul
in care primul jucitor aplica strategia sa A;.

Jucitorul al doilea dispune de trei strategii prezentate prin coloanele
matricei de plati. Elementele coloanelor constitue pierderile eventuale ale
jucétorului al doilea. Conform principiului minimax de care se conduce
acesta, din fiecare coloani se separd elementul cu cea mai mare valoare
si astfel se formeazd linia marimilor §; = max a;;. Deci 5, = 12, 3 =
5, B3 = 14. Acestea sunt pierderile cele mai mari posibile, respective
strategiilor jucdtorului al doilea. Cu ele se formeazi o linie suplimentari
care se atageaza matricei de platd. Elementul cu cea mai micé valoare din
aceastd linie constituie valoarea superioari a jocului, notati cu 3:

B = min B; = min (12; 5;14) = 5.
7 J

Astfel, in problema datd avem a = § = 5. Prin urmare, jocul are
solufie in strategii pure §i acestea sunt optime A} si B3. Ele formeazd
punctul de echilibru A}, B; (punctul sa) al jocului. Valoarea jocului este
v = 5, iar solutia se prezintd prin expresia (A]; B3; 5). #

Situatia de echlibruin rezolvarea jocului posedd cea mai buni stabili-
tate in sensul cd in aceastd situatie nici penrtu unul din juc#tori nu este
rational si-gi schimbe strategia prezentata.

Remarcd. Un joc cu solutii in strategii pure poate avea cateva puncte
sa ingd valoarea v a jocului In toate aceste puncte este aceiasi.
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4.3 Jocuri matriceale cu solutii in strategii mixte

In exemplele rezolvate mai sus jocul se incheie cu determinarea punctu-
lui de echilibru (A] BY) si a valorii v a jocului. Prin aceasta se formeazi
o situatie de stabilitate a jocului, fiinded nici pentru unul dintre jucstori
nu este convenabil sa devieze de la strategia sa daci celdlalt urmeazi
strategia sa optima.

Existd jocuri in care a < f3, adicd in matricea de plati lipseste un
element a;; care in acelasi timp ar fi cel mai mic in linia sa si cel mai mare
in coloana sa. Fiecare dintre jucdtori va incerca s& foloseasci diferenta
a— 3 in favoarea sa, destabilizand astfel jocul. Un exemplu in acest sens
este prezentat in tabelul de mai jos, in care a = 3, iar 5 = 6.

Tabelul 4.2
A,‘\Bj Bl Bg Ba B4 Bs a; = mjina,-j
Ay 4 5 6 2 3 2
Ay 1 9 5 4 4 1
Az 10 4 1 8 g 1
Ay 5 G Bl 1 [3]
Bj=maxa; | 10 9 [6] 8 9

Juciitorii nu dispun de strategii pure optime §i pe parcursul jocului
sunt nevoiti si utilizeze toate strategiile sale disponibile, alegindu-le En
mod aleator, adicd atribuind fiecireia din ele careva probabilitate. In
asemenea cazuri problema consti in determinarea acestor probabilitati
astfel incat ele sd asigure un céstig maximal garantat, care si nu depindd
de actiunile oponentului. Pornind de la ipoteza ci jocul constd dintr-un
numar de partide suficient de mare si in toate se joaci cu aceeagi matrice
de plata, iar fiecare partidi aduce anumit castig, venim la concluzia cd
Jocul aduce un castig final egal cu media cagtigurilor partidelor.

Notdm prin P vectorul P = (pi, p2, ..., Pm), unde m este numérul
strategiilor pure ale primului juciitor si p;, i = I, m este probabilitatea ci
primul jucétor va aplica strategia sa A; (strategia cu numarul ).

Dacd intr-un joc primul jucdtor alege stmteg—zf'ile sale A; cu proba-
bilitdfile p; respectiv, unde p; > 0, i = I,m g Y. p; = 1, vom spune

i=1
cd acesta gi-a determinat strategia sa miztd Py = (p1,P2, .., Pm)-

In mod analog, dacd jucdtorul al doilea (jucdtorul B) intr-un joc alege

strategiile sale Bj, j = 1,n cu probabilitdtile q; respectiv, unde g; > 0,
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By T T
J=1,n g ) g; =1, vom spune cd jucatorul al doilea gi-a fizat strategia
i =

sa miztd Qp = (q1, 92 - gn)-

Fiecare strategie purd constituie un caz particular al strategiei mixte
in care una din strategiile pure are probabilitatea egald cu unu, iar restul
strategiilor pure au probabilitatile egale cu zero.

Strategiile pure-componente ale strategiilor mixte se numesc active
dacd probabilitdtile lor in strategia mixtd sunt diferite de zero; strategiile
pure-componente ale strategiilor mixte cu probabilititi egale cu zero se
numesc pasive. Spre exemplu, in strategia mixtd a primului jucitor P =
(P1, P2, P3, P4, Ps) = (0,05; 0; 0,25; 0,7; 0) strategiile pure A, Az si Ag
sunt active, iar strategiile pure A4; si A4 sunt strategii pasive.

Daca primul jucétor alege strategia sa mixta

m
PA=(plvp21 weny pm)’ P =0, Zpi:lv
i=1

jar jucltorul al doilea alege strategia sa purd B; = (ayj, a2, ..., Gmj)
valoarea medie a cagtigului primului jucitor se determini prin relatia

m
v (Pa; B;) = Za,-,- ' Pi = ayjp1 + azipe + ... + AmiPm.-

i=1

Analog, dacd al doilea jucitor aplici strategia sa mixti
QB T (QL qz, ---, qﬂ-) y 44 > 0\ qu =1,
j=1

iar primul aplicd strategia pura A; = (a1, aig, ..., @in) valoarea castigului
celui de al doilea jucdtor se determind prin relatia

n
v(Ai, QB) = Zﬂij * g5 = 6i1q1 + ai2¢2 + ... + QinQy,
=1

In cazul strategiilor mixte jocul se caracterizeaza prin doud variabile
aleatoare independente

A,:(Al A ... Am) B"(Bl Bia 5t Bﬂ)
o W B A . Gn
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gi matricea de plata

ay; ... 4Qij --- Qin
S = [1F5] e Qg4 Qin
Qml - @mj --- CGmnp

Orice situatie in strategii pure (A;; B;) constituie un eveniment aleator
cu probabilitatea p; - g;, filnded A’ si B’ reprezintd doud evenimente
aleatoare independente. In situatia (A;; B;) jucétorul A obtine castigul
aij. Prin urmare, cdstigul mediu al primului jucitor (jucitorul A) in
rezultatul jocului se determind prin relatia

m n
M =Y aipigj.

i=1 j=1

Numérul M constituie céstigul mediu al primului jucétor in situatia unui
joc fard punct de echilibru (fard punct sa), adicid unui joc cu solutii in
strategii mixte.

Strategiile P} = (pi, p3, ..., P},) si @ = (4¢i, @3, ..., @) se numesc
strategii mixte optime ale primului si celui de al doilea jucator respectiv,
daca se verificd relatia:

L m »n
Z Z ai;pig; < Z Z ai;p;q; < Z Z a0 5 (4.2)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

sau
Py-S-QY <P;-S-Qf <P;-5-Qp, (4.3)

unde S — matricea de plata a jocului, P} si Q} — strategiile mixte optime
ale primului si, respectiv, celui de al doilea juciitor, iar P4 si @ p — strategii
mixte arbitrare ale jucatorilor.

Se numegte solutie a unui joc matriceal perechea de strategii P} si
Qs mixte In caz general. In situatiile in care unul dintre jucitori aplics
pe parcursul jocului strategia lui optima, castigul sdu raméane constant si
egal cu valoarea v a jocului, indiferent de actiunile oponentulul sau.

In partea stingh a inegalititii (4.3) avem P4 - S QF <Py-5-QF
unde P4 este careva strategie mixtd a primului jucitor diferitd de cea op-
timd (P4 # P}). Deci, daca pe parcursul jocului primul jucitor va devia
de la strategia sa optima P} iar al doilea va continua si aplice strategia
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optim3 Q%, atunci castigul primului ar putea doar si se micsoreze. In
mod analog, partea dreaptd a relatiei (4.3) P; - S - QY < Pi-S-Q%,
aratd cd daca al doilea jucétor se va abate de la stratejia sa optima Q%,
atunci pierderea sa ar putea doar sa se maresca.

Mirimea castigului primului jucitotor obtinuta prin relatia P} S Q%
se nuste valoarea jocului si se noteaza prin v, adici

m n
v=>_ Y ai;piq]. (4.4)

i=1 j=1
Sau in form& vectoriala
v=P;-S-QF . (4.5)

Aplicdnd doar strategiile pure, primul jucétor (care urmeaza principiul
maximin) se asigurd cu cégtigul minimal garantat egal cu a — valoarea
inferioars a jocului. In cazul in care primul jucdtor aplicd strategiile mixte
cagtigul sdu va fi nu mai mic decdt o, adicd v > a.

Daci ne vom referi la al doilea jucitor, vom constata ci in cazul in
care jocul se realizeaza in strategii mixte pierderea [ — valoarea superioara
a acestuia, va fi nu mai micd decat v, adica 3 > v.

Prin urmare, pentru orice joc matriceal are loc relatia:

a<v<B, (4.6)
unde a — valoarea inferioard a jocului, 3 — valoarea superioard a jocului,
iar v — valoarea jocului.

In baza inegalit#tii (4.6) vom distinge doud situatii:
perechea (perechile) acestora formeaza punctul (punctele) de echili-
bru (punctele sa) al jocului. Solutia jocului se scrie:(AJ; B}; v).

a. a = 8 = v. In acest caz jocul are solutii in strategii pure (A% B;) si

b. @ < B. In acest caz jocul nu dispune de solutii in strategii pure,
jucdtorii vor utiliza, cu anumite probabilitati, toate strategiile pure
disponibile forméandu-si din ele strategii mixte P4 = (p1, P2, --., Pm)
si @ = (g1, g2, .-, gn)- Aplicénd strategiile mixte optimale S%
gi Sp vom obfine solutia optimé in strategii mixte (Pj; Q%; v).
Perechea (P}; Qf) se numegle punct de echilibru (punct ga) in
strategii mizte.

Se demonstreazi (teorema J.von Neumann §i O. Morgerstern):
Orice joc matriceal admite cel pufin un punct de echilibru in strategii
mizte.
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4.4 Modalitati de simplificare a matricei de plata

Jocul matriceal se rezolva fard prea mari eforturi doar in cazurile in
care matricea de platd S este de dimensiuni mici, adicd fiecare dintre
jucatori dispune de un numar mic de strategii. In situatiile jocurilor cu
matrice de platd masive rezolvarea cere eforturi considerabile si de aceea
reducerea dimensiunilor matricei de platd constituie o problema impor-
tantd In rezolvarea jocurilor.

Prima metoda de micgorare a dimensiunilor matricei de plata are la
bazi principiul domindrii intre strategii. Se spune cé strategia Ay a primu-
lui jucdtor domini strategia A; a aceluiasi jucitor dacad elementele acestor
doud strategii verifica relatia ax; > a;, j = 1,n. Strategia A se numeste
dominantd, iar 4; dominati. Se noteazd: Ap > A;. Situatia Ap > A;
denota faptul ci, dacd primul juciitor va aplica strategia A; castigul lui
va fi mai mic (sau, in cel mai bun caz, nu mai mare) decat daci va aplica
strategia Ax. Prin urmare, avand la dipozitie strategiile Ax si A; legate
prin relatia de dominare Ay = A;, primul jucdtor nu va alege niciodata
strategia dominata A;, fiindca ea este una neconvenabild pentru el si poate
fi omisa din matricea de platd. Dac# matricea de platd contine mai multe
strategii dominate ale primului juc&tor ele toate trebue eliminate din ma-
trice. In rezultat se obtine o matrice de dimensiuni mai mici.

In mod analog se examineazi si strategiile jucitorului al doilea. Dacé
in matricea de platd elementele strategiilor B; si B, ale juc#torului al
doilea verifica relasia a;; > air,i = 1;m, atunci B, domind Bj;, adicd
strategia B, este dominanta, iar B; este dominatd. Prin urmare, avem
relatia B, > Bj, care are urmitoarea semnificatie: Strategiile jucatorului
al doilea (coloanele matricei de platd) constituie pierderile sale si, pe par-
cursul jocului, tinde ca acestea si fie cat mai mici. Deci, avind de ales
una din strategiile B; si B, el va alege B, care contine pierderi mai mici
decéat pierderile respective din strategia Bj. Strategia dominatd B; se
elimind din matricea de plati. Astfel, aplicarea principiului de dominare
dintre strategii, conduce la reducerea dimensiunilor matricei de platé.

Fie jocul se prezintd prin matricea de platd S, iar S’ este matricea
aceluiasi joc obtinutd prin eliminarea din S a strategiilor dominate. Se
demonstreazi ci solutia optim& a jocului cu matricea de platd S’ este
solutie optimi si pentru jocul dat prin matricea initiald S, egaland cu
zero in aceastd solutie probabilititile strategiilor eliminate. Deci, princi-
piul domindrii dintre strategiile jucitorului constd in eliminarea din ma-
tricea de platd a tuturor strategiilor dominate (inclusiv si a celor care se
dubleazi, pistrand din acestea doar una) astfel incat matricea de platd
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transformata s& contind doar strategii convenabile.

Exemplul 4.2. Se da jocul cu matricea de platd

&
>
1y

B,
B, B, Bs B
A fi2-3. 5.4 A, 2‘325344
e ® A Soibs oo cis fros g 8 |
KT S5 421 - ol i saioes
#eidR 3.5 4 3
Bi'B; B, B, B, B,
Ay 234 A 2'3'4
— By = Bs — Ay 13E3 =3 -—+A1>-A2—I'Al (5 4 1).
s N5 b 3 4

3 i ) se rezolvd mai simplu decét

ot N’

Jocul cu matricea redusia S’ = (

cu matricea S. Solutia optimd a jocului cu matricea S’ este solutie optima
si pentru jocul initial cu matricea S. #

Remarca Fie dat un joc cu matricea de platid S,,x,. Dacid careva
linie A;, i = 1,m este dominatd de combinatia liniari convexi a celor-
lalte linii ale matricei S, atunci linia A; va avea probabilitatea zero in
strategia mixtd optimald a primului jucédtor (adicd ea poate fi eliminatd
din matricea initiala S5).

Dacé fiecare element din coloand B;, j = 1, este mai mare sau
egal decat combinatia liniard convexa a elementelor corespunzatoare din
alte coloane, atunci coloana B; poate fi eliminatd din matricea de plati
(va avea probabilitatea zero in strategia mixta optimald a juciatorului al
doilea).

Altd metodd de modificare a matricei de platd are la bazi o propri-
etate demonstraté in teoria jocurilor conform céreia solutia jocului nu se
schimbd daci elementele a;; ale matricei de platad se modifici prin relatia

!
a;; = Aaij + K,

unde A # 0 5i & — const. In acest caz valoarea jocului modificat este
V=MW+k

Aceasta transformare conduce la concluzia ci elementele matricei de
platd a unui joc pot fi prezentate in orice unitati (euro, lei, dolari), solutia
jocului rdméne aceiasi, adicd solutia jocului nu depinde de unitatile in
care se masoara castigurile jucatorilor (elementele matricei de plata).
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Proprietatea examinati se aplicd si in situatiile In care matricea de
platd S poate fi adusa la o forma S’ mai confortabild in lucru.

Exemplul 4.3. Se da jocul cu matricea de plata

e 200 —300 100
~\ -100 400 300 /-

Putem simplifica matricea S , inmultind elementele ei cu 0,01. Obtinem

S = ( _21 _43 ; ) La fiecare element al matricei S’ adiugdm nu-

a 4
marul 4 gi obtinem astfel matricea S” = ( g 51; ; ) Deci elementele

matricei S” se obtin prin relatia aj; = Aa;; + & = 0,01a;; + 4. Matricea
5" este mai comodi in lucru decit matricea S. Dupi rezolvarea jocului
cu matricea S”, din valoarea jocului vom scidea s = 4. #

4.5 Metode de rezolvare ale jocurilor matriceale

Vom examina cateva din metodele de rezolvare ale jocurilor matriceale
pentru cazurile in care acestea nu dispun de puncte sa, adica nu au solutii
in strategii pure. In asemenea situatii, conform teoremei fundamentale J.
von Neumann, jocurile au solutii In strategii mixte

4.5.1 Jocuri matriceale (2 x 2)

Cele mai simple cazuri de jocuri matriceale sunt jocurile cu matricea
de platd (2 x 2), adici

q1 42

B, B
c=(cn o ) A1 ;1

co1 €2 ) Aa p1

Dupé cum se stie, a rezolva un joc matriceal inseamna a determina strate-
giile optime pentru fiecare jucator, cét si a calcula valoarea jocului. In
cazul dat strategia optimé a primului juciitor (jucitorul A) este

P* = (pt,p3); P =0, ps>0; p} +p5 =1,
iar pentru al doilea (jucitorul B)

Q"=(q},93); 6120, >0; gt +q5 = 1.
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Rezolvim mai intdi jocul pentru jucdtorul A. Pe parcursul jocului
juciitorul A se conduce de strategia sa mixtd (p]; p3), iar jucitorul B ii
riaspunde succesiv cu una din strategiile sale pure B, sau B;. Castigul
mediu al jucatorului A se determina prin speranta matematica a variabilei
aleatoare discrete care poate fi prezentatd prin tabelul:

Bj c1j c2j

3 9 =32
oom e 4

In acest caz se obtine urmitorul sistem de ecuatii:

cn1py + ca1ps = v, cupl +en (1 —pi) =v,
ci12p] + c22p3 = v, sau ci12p} + ez (1 —pi) = v, (4.7)
pi+pi=1, P =1-pi.
Deci
v=cp + (c11 — ca) pi,
v = ¢z + (€12 — €22) P, (4.8)
p3=1-pi.

Rezolvarea jocului pentru jucitorul B conduce la sistemul:

c11q] + C1293 =V,
2141 + €243 =V, (4.9)
at+g;=1

Din sistemul (4.8) se obtine solutia P* = (p]; p3), va pentru jucitorul
A, iar din sistemul (4.9) — solutia Q* = (¢{; ¢3) , ¥ pentru jucétorul B.

Rezolvarea jocurilor cu matricea de platd (2 x 2) permite o inter-
pretare geometricd elocventa. Intr-adevir, primele doud ecuatii ale sis-
temului (4.8) reprezintd geometric respectiv doud drepte d; ti dz In sis-
temul cartezian p;Ov. Prima ecuatie ¥ = e21 + (c11 — ¢21)p; se re-
ferd la cazul in care juciitorul A aplicd strategia sa mixta (p;; p,), iar
jucdtorul B ii rdspunde cu strategia sa purd B;. Dreapta d; va uni
punctele (p, =0; ¥ = ¢z1) §i (p; = 1; ¥ = ¢11). Ecuatia a doua din sis-
tem v = ¢ + (c12 — c22) p1 reprezintd geometric dreapta d; trasatd prin
punctele (p1 = 0; ¥ = c22) §i (p1 = 1; v = c12) (figura 4.1).

Conform principiului maximin jucitorul A determind mai intai multi-
mea tuturor celor mai mici cagtiguri posibile ( castiguri garantate, care nu
depind de strategiile aplicate de ciitre jucitorul B) si din aceastd multime
selecteazd castigul maximal. Strq.tegia mixtd care-i asigurd maxv este
strategia optima a jucitorului A. In figura 4.1 cele mai mici castiguri ale
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jucdtorului A sunt ordonatele tuturor punctelor frantei hagurate. Castigul
maximal din aceastd multime se afli in punctul M care dispune de cea mai
mare ordonatd. Abscisa punctului M este pj, iar p5 = 1 — pi. Ordonata
lui M este castigul optim sau valoarea v a jocului. Astfel se rezolvd prin
metoda geometrici jocul (2 x 2) pentru jucdtorul A.

C21
C12
C11 €11
D1 q1
—l— —
ik (0 qi 1
Figura 4.1 Figura 4.2

Metoda geometricd se aplicid in mod analog si la rezolvarea jocului
pentru jucitorul B (figura 4.2).

Exemplul 4.4. La o intreprindere se planifici inlocuirea a doud tipuri
de utilaje cu altele noi. Specialigtii au propus doud proiecte de inzestrare
cu utilaje noi. Se cunosc cagtigurile pe care le asigura fiecare proiect dupa
schimbarea planificatd. Care va fi strategia optimi si castigul ei mediu
garantat, daci matricea céstigurilor este urmétoarea

I S e e g
= Pr2\5 2 ) p

Rezolvare. Problema propusa poate fi modelatd printr-un joc matriceal
in care primul jucétor (jucétorul A) este intreprinderea. Valoarea infe-
rioard a jocului este @ = 4, iar cea superioard 8 = 5. Deoarece a < 3
jocul nu dispune de solutii in strategii pure gi are solutii doar in strategii
mixte. Strategia mixtd a jucatorului A este P = (p;; p2). Determindm
solutia pentru A. Pe parcursul jocului A utilizeazi toate strategiile sale
pure (adica cele doué disponibile), alegdndu-le la intAmplare cu probabili-
tétile p1 §i pa. Jucdtorul B ii raspunde succesiv cu cate una din strategiile
sale pure. In cazul in care B aplicd strategia purd B; valoarea sperati a
cagtigului pentru A se exprima prin relatia v = 4p; + 5p,, iar daci aplici
By avem v = 6p; + 2p2. Formam sistemul:
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4p1 + 5p2 = v,

bp1+2p2=v, p1 20, p2 > 0. (4.10)
prtp2=1
sau
491 +5(1 — ;) =v,
6p1 +2(1 —p1) =v, (4.11)
p2=1-—p.

Din primele doud ecuatii ale sistemului (4.11) se obtine 5—p; = 2+4p; sau
5p1 = 3. Prin urmare p; = 0,6gipe; =0,4,jarv=5—p; =5-0,6 = 4,4.
Astfel solutia jocului este P* = (0,6; 0,4), v = 4,4.

Rdspuns. Dacd managerul intreprinderii v-a aplica primul proiect 0,6
din tot procesul de schimbare, iar al doilea - 0,4 din acest proces, atunci
cagtigul optim sperat al intreprinderii va fi de 4,4 unitafi monetare.

da

dy

P
1
Figura 4.3
Figura 4.3 reprezinti si rezolvarea geometrica a jocului propus. #

4.5.2 Rezolvarea grafici a jocurilor cu matricea de tip (2 x n)
si (m x2)

Metoda grafici (geometrici) de rezolvare a jocurilor examinati mai
sus poate fi aplicatd si pentru jocurile cu matrice de dimensiuni (2 x n)
gi (m x 2). Examindm un joc cu matricea

Byt Bo. .o 1By
g q2 -~ qn

o Ci1 €12 ... Cin )Al D
Cz1 C22 ... C2n Az po.

108



Aici jucdtorul A dispune de doua strategii pure A; si Az, iar jucitorul
B de n strategii pure By, Ba, ..., B,. Totodata se va {ine cont de faptul
n
cApr >0, pp>20, pr+pr=1s5i¢g; 20 j=1n,iar ) g =1
Jj=1
Vom admite cd jocul nu dispune de puncte ga (nu are solutii in strategii
pure), iar matricea C nu contine strategii dominate, adica are solutii doar
in strategii mixte. Strategia mixtd a jucdtorului A este P = (p1; p2) =
(p1; 1 — p1), iar jucdtorul B are strategia mixtd Q = (¢1; g2; -..; gn). Se
rezolvid mai intai jocul jucatorului care dispune doar de doud strategii
pure. In cazul dat acesta este jucitorul A. Pe parcursul jocului A aplic
strategia mixtd P = (p;; p2), alegind strategiile pure A; §i A in mod
aleatoriu, iar jucdtorul B aplicd succesiv cate una din strategiile sale pure
Bi, Bs, ..., B,. Putem forma urmitorul tabel:

Tabelul 4.3
Strategiile
pure ale Valoarea medie a cisgtigului jucitorului A4
jucétorului B
B, v =anp +aup2 =
= anp1 + az1 (1 — p1) = a1 + (a11 — az21) ;1
B; vV = a12p1 + G22p2 =
= a1z2p1 + a2 (1 — p1) = a2 + (a12 — a22) ;1
B, V= a1aP1 + G2nP3 =
= @1nP1 + 820 (1 — 1) = G20 + (010 — azn) P1

Din tabel observim ci cégtigul v depinde liniar de p; (0 <p; <1)
pentru oricare strategie purd a jucatorului B. Prin urmare, geometric vom
avea n drepte fiecare trasatd prin perechea de puncte (p; = 0; v = ag;),
(71 = 1; v =ay4), j = I,n. Cele mai mici castiguri ale jucitorului A se
vor situa pe o linie frantd formatéd de intersectia dreptelor trasate. Din
aceastd multime se alege cagtigul cel mai mare (a se vedea exemplul de
mai jos, figura 4.4).

Exemplul 4.5. Sa se rezolve jocul cu matricea de platd
I N5k
A ( 289,108 )

Rezolvare. In problema propus# primul jucitor dispune de doud strategii
A; ti Az reprezentate prin liniile matricei. Cel de al doilea jucitor are
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la dispozitie patru strategii B, B,, B3 ti By reprezentate prin coloanele
matricei. Jocul incepe cu migcarea primului jucator, adici acesta alege
primul strategia sa (una din cele doua linii ale matricei), dupi ce al doilea
rispunde, alegand una din strategiile sale (una din coloanele matricei).
Jocul continue prin alegeri succesive si se incheie conform regulamentului,
cunoscut din start de citre fiecare jucator. Astfel, dacd primul jucator
alege strategia A, (prima linie din matrice), iar al doilea r&spunde cu
strategia By (coloana a doua a matricei) atunci primul va avea un castig
in valoare de trei unititi, iar al doilea — o pierdere egald cu trei unitati.

Avand matricea de plata, fiecare jucdtor, inainte de a incepe jocul,
va examina strategiile sale, tindnd cont de principiul de dominare intre
strategii cu scopul de a elimina strategiile neconvenabile

Usor stabilim c& primul jucdtor nu dispune de strategii dominate, adica
din matricea de platd nu se va elimina careva din linii. Examinéand strate-
giile celui de al doilea jucitor, observiam ci strategia B4 contine pierderi
mai mari decéat pierderile respective din strategia Bs. Prin urmare By
domind By (B2 > Bj4) si By se elimind din matricea de platd. Raméne
matricea C’ = ( g g I ), care nu mai contine strategii dominate, si,
prin urmare, nu poate deveni mai simpld. Acum rezolvam jocul primu-
lui jucitor. Acesta pe tot parcursul jocului aplici strategia sa mixta
P = (p1, p2) = (p1, 1 — p1), iar al doilea ii rispunde succesiv cu cite una
din strategiile sale pure. Valorile medii ale castigurilor primului jucator
vor fi:

v=5p1+2p=5p1+2(1-p1)=2+3p, dri:v=2+3p,
v=3p1+6p2=3p1+6(1—p1)=6-3p;, dy:v=0-3py,
v=Tpp+p2=Tp1+1—p; =1+ 6py, ds: v =1+ 6p:.

Avem trei ecuatii liniare cu doud necunoscute p; gi v. Fiecare din ecuatii
reprezintd geometric (grafic) o dreaptd di, dz si ds, respectiv, in sis-
temul cartezian p;Or. Vom tine cont de faptul ¢ p; poate lua valori
doar pe domeniul [0; 1] si vom trasa doar segmentele dreptelor respec-
tive, unde p; € [0; 1]. Astfel venim la figura 4.4 (in punctul p; = 1,
pentru comoditate, este trasatd o dreaptd auxiliard perpendiculard axei
absciselor). Pe parcursul jocului primul jucitor se conduce de principiul
mazimin, adicd selecteazd mai intai toate cistigurile garantate (acestea
fiind cele mai mici) pentru orice p; € [0;1]. In figura 4.4 ele se afld pe linia
frantd haguratd, dupa ce, din multimea obtinutd, alege castigul maxim. in
cazul dat castigul maximal al primului jucitor este determinat de punctul
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M (p}; v*), format de intersectia dreptelor d; ti d.

v
0]
Figura 4.4
Determinim coordonatele punctului M rezolvand sistemul:
v=2+3nm,
v =6 — 3p;.

Obtinem p; = fé- = -ﬁ- si v = 4. Astfel, strategia mixta optima a primului
jucator este

1
P (p‘{=§;p§=1—pi=l—§=§). v=A4

Solutia obtinutd arati c& pe parcursul jocului in 2/3 din numérul total
de partide primul jucitor alege strategia A; si in 1/3 din toate partidele
aplicd strategia Az. Castigul mediu v constituie 4 unitéti.

Rezolvim acum jocul pentru al doilea jucétor. Incepem acest lucru
cu examinarea schemei din figura 4.4. Observim cd punctul M in care
primul jucitor obtine solutie optima este intersectia dreptelor d; ti dz care
reprezintd strategiile pure B, ti Bs ale jucdtorului al doilea. Strategiile
jucdtorului al doilea care formeazi punctul optim M (solutia optima)
in jocul primului jucstor se vor numi strategii active ale jucdtorului al
doilea, iar celelalte — strategii pasive ale acestuia. Jucétorul al doilea nu
va utiliza strategiile sale pasive pe parcursul jocului, deci probabilitégile
acestora vor fi egale cu zero. Astfel, in problema propusi, strategia mixta
a jucitorului al doilea are componentele (g1; g2; 0; 0), undeg; >0, g2 >0
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si g1 + g2 = 1, iar pierderile medii se vor determina prin relatiile

v=>5q1+3¢ =50 +3(1-q)=3+2q, lh:v=3+2q,
v=2q+6g2=2q +6(1—q)=06-—4q, ly: v =26-—4q.
Consideram sistemul cartezian g; Ov si trasam segmentele dreptelor [ sil

corespunzitoare ecuatiilor de mai sus, tinand cont de faptul ca 0 < ¢; < 1.
Obtinem figura 4.5.

L

t
!
l
|
I
N

0 a0 1

Figura 4.5

Pe parcursul jocului al doilea jucidtor actioneazé conform principiului
minimaz, adics selecteazid mai intéi toate pierderile mazimale posibile (in
figura 4.5 acestea sunt situate pe linia frantd haturatd), dupd ce, din
multimea obtinut3, selecteazd cea mai micd pierdere. In cazul dat aceasta
se afli in punctul N - intersectia dreptelor I si l2. Rezolvam sistemul de
ecuatii

v =3+ 2q,
v==6—4q,

- 2y v . 1 ] o »*
si stabilim c& coordonatele punctului NV sunt: N (5; 4) tigg=1-qi =
1

e

. Astfel, strategia mixtéd a jucétorului al doilea este:

B =

iq

[

* * 1 *
Q =(q1=—2-;q2=

(ES
Il
2
&
i
o
Sk L

ti pierderea medie minimald v = 4.
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Prin urmare, o jumatate din numdrul total de partide jucitorul al
doilea opereaza (nu neaparat consecutiv) cu strategia sa purd B, iar a
doua jumétate — cu By. Strategiile Bz §i B4 nu se aplica. #

Exemplul 4.6. Sa se rezolve jocul cu matricea de plata

i<
$ 2
e A
4 g

Rezolvare. Aici primul jucator dispune de patru strategii A;, Az, A3, A4
(liniile matricei), iar al doilea — de doud strategii B; ti B> (coloanele ma-
tricei). Matricea jocului nu contine strategii dominate nici pentru unul din
jucdtori, adica nu poate fi simplificatid. Determindm valoarea inferioard o
gi valoarea superioard  a jocului dat:

a = max (a1; ag; az; ag) = max(—3; —1; —2; —4) = —1.

B = min (8; B;) = min (4; 4) = 4
Constatdm cd —1 < 4. Deci a < # si, prin urmare, jocul nu are solutii in
strategii pure si poate fi rezolvat doar in strategii mixte.
Mai intdi vom rezolva jocul pentru jucitorul al doilea, deoarece el
dispune doar de douil strategii. Rezultatele calculelor le prezentim in
tabelul 4.4. :

Tabelul 4.4
Strategiile
pure ale Valorea medie a pierderii jucdtorului B
jucatorului A
A; v=4q1 -3¢ =40 -3(1-q)=-3+T1  :(h)
Az v=3n-q@=3n-(1-q)=-1+4q : (l2)
A v=-2q+3g2=-201+3(1-q1) =3-5q :(l3)
Ay v=—-4g +4¢2 =41 +4(1-q1) =4-8q :(lg)

Fiecérei strategii pure A; a jucdtorului A ii corespende, respectiv, ecuatia
unei drepte l;, ¢ = 1,4 in planul ¢;Ov. Reprezentim in fisiea cuprinsi
intre dreptele de ecuatiile g3 = 0 si ¢; = 1 segmentele respective ale
dreptelor /;. Se obtine figura 4.6.

Deoarece al doilea jucitor se conduce de principiul minémaz, vom con-
sidera partea superioard a figiei, adici domeniul m&rginit inferior de seg-
mentele hagurate. Punctul N (g}; v*) al acestui domeniu, care are cea mai
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micéd ordonatd determina solutia optimé a problemei pentru jucitorul al
doilea.

Iy

Figura 4.6

Din figura 4.6 observiin ci punctul N se afli la intersectia dreptelor
(I2) si (I3). Deci strategiile A, si A3 sunt strategii active, iar strategiile 4,
si A4 sunt strategii pasive. Cu ecuatiile dreptelor 5 si I3 formam sistemul:

V:”1+4ql,
v =3 —5q.

0
Din acest sistem determin&m coordonatele punctului N, adici ¢} = g 8

-
V= 9’ jargz =1-¢; =1- g— = g Astfel, solutia optima a jucdtorului
al doilea (in strategii mixte) este:

* w_4_t__5 t___7
Q_(ql_91q2_g)’u_9'

- Acum vom rezolva jocul pentru primul jucitor. Strategiile pasive ale
primului jucsitor la rezolvarea jocului nu participé, adicd p} = 0 5i pj = 0.
Rezultatele calculelor le prezentim in tabelul 4.5.

Tabelul 4.5
Strategiile
pure ale Valoarea medie a cagtigului jucitorului A
jucdtorului B
B, v=3p2 —2p3 =3p2 —2(1 - p2) = -2+ 5p2 :(dy)
B, V=—pa+3p3=—p2+3(1—p3) =3—4p, :(ds)
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Fiecirei strategii pure B; a jucatorului B ii corespende, respectiv, ecuatia
unei drepte dj, j = 1,2 in planul p,Ov. Reprezentim in figiea cuprinsi
intre dreptele de ecuatiile p = 0 si po = 1 segmentele respective ale
dreptelor d;. Se obtine figura 4.7.

v)

dy

P2
==
1

d2

Figura 4.7
Deoarece primul jucator se conduce de principiul mazimin, vom con-
sidera partea inferioara a fagiei, adicd domeniul marginit superior de seg-
mentele hagurate. Punctul M (p3; v*) al acestui domeniu, care are cea
mai mare ordonatd determind solutia optimé a problemei pentru primul
jucdtor. Din figura 4.7 observim cd punctul M se afld la intersectia
dreptelor d; si da. Cu ecuatiile drepte‘or d1 si dg formém sistemul:

V=""2+5p2v
V=3-4p2.

A ! 5 .
Din acest sistem determinim coordonatele punctului M, adicd p5 = 7 8

V= .;., larpy =1—-ps=1- g = g Astfel, solutia optimi a primului

jucdtor (in strategii mixte) este:
5 4 7
*: *— 0 ’:-——'*=—'*:0 5 l":*—.
P (pl 0;pz = 5+ P = gi P ) stk

4.6 Rezolvarea jocurilor matriceale prin
programarea liniara

Existé mai multe metode de rezolvare a jocurilor matriceale: metodele
aljebrica i graficd pentru jocurile de dimensiuni 2 X 2, metoda grafica
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pentru jocuri de dimensiuni 2 X n §i m x 2, metoda Lagranj si metoda
Cramer pentru jocuri de dimensiuni n x 7 ete.

Metoda universali de rezolvare a jocurilor matriceale este programarea
liniara.

Tabelul 4.6

A\ B; By | Bs b | B3
PiNG | @ 9 .- Lt

A, P a1 a2 | ... | Qin
Az P2 a1 | G2 | ... | ag,

Am Pm Gmi | Am2 | --- | Gmn

Fie dat jocul cu matricea de plati prezentatd in tabelul de mai sus.
Admitem c& jocul nu dispune de solutii in strategii pure, iar matricea de
platd nu contine strategii dominate. in asemenea conditii jocul are sofut;u
doar in strategu mixte. In tabel sunt indicate probabilitatile p;, i = 1, m,
pi >0, Z Pi = 1 prin care primul jucdtor va alege strategiile A; respectiv,

i=1
formand astfel strategiile sale mixte (pi, p2, ..., Piy ..., Pm). Jucitorul al
doilea, in mod analog, isi formeazi strategiile mixte (¢, ¢2, ..., dh iots),
L3
g =0, > ¢; = 1. Vom determina solutia problemei, adici vom afla
=1
strategiile optime P* = (p], p3, ..., p},) 51 @* = (¢}, @3, ..., ¢;,) ale juci-
torilor, cat gi valoarea v a jocului.

Admitem c& primul jucitor aplic3 strategia sa optima P*, iar al doilea
raspunde succesiv cu cite una din strategiile sale pure. Strategia optima
P* asigurd primului jucitor un céstig nu mai mic decit valoarea v a
jocului, indiferent de actiunile jucitorului al doilea. Acest fapt se poate
prezenta prin urmatoarele relatii:

ay1-p1+azpe+...+Qpu P =V,
Q12 'P1+a2 P2+ -.. +Am2 - Pm = U,

(4.12)

unde <
Pi 2 05 i = , M, ZPI =1 (413)

Realizim cu relatiile (4.12) cateva operatii. Imp&rtim inecuatiile sis-
temului (4.12) la ¥ > 0 (tindnd de proprietitile jocurilor matriceale exa-
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minate mai sus putem modifica matricea de plata astfel incéit v si devinid
marime strict pozitiva). Obtinem:

i all-&+a21-&+...+aml &"—21,
v v v
p
{ a12- B tan B4 . tom 223, (4.14)
v v v
| om1- 2 tome Bt - B2 21
Notam
&-_—yl,-—-_yz, W Tt sauE=y,,z= » M, (415)
v v
unde y; > 0.

Prezentédm sistemul (4.14) in forma:

1'% +a21 Y2+ .. +8m1 Y = 1,
a12°Y1 + a2 Y2+ ... +Gm2 - Ym = 1, : .

y1+am2 Y2+ .. +8CmpnYm = 1,

Adunéand fractiile (4.15) obtinem

oon thusach 1
At ntmt. A g s P g2
v v v
adicd 1
SY)=n+yp+..+yn=—. (4.17)

Primul juc#itor tinde s obtind pe parcursul jocului un céstig v cdt mai
mare, adici mirimea v tinde si creasca si, prin urmare, functia S (Y) este
descrescitoare gi tinde cdtre minimuml. Deci avem

S(Y) — min. (4.18)

Setul de relatii (4.16)-(4.18) constituie o problemd de programare liniard
cu criteriu de minimizare gi poate fi rezolvata prin metoda simplex.

Concluzie. Pentru a determina strategia mixta optimald a primului
jucétor, adicd vectorul P* = (p3, p3, ..., p},) trebuie de rezolvat o prob-
lema tipicd de programare liniara.
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S4 se afle valoarea minimali a functiei

3 1
SY)=ni+y2+..+yn= =, (4.19)
cu restrictiile

a1 -Y1+a2-Y2+ ... +8m1-Ym = 1,
a2 - y1 + ag9 - e + Q2 - =il R —

....................................

Am1 Y1 +a'fn2'y'2+---+amn'ymzls

unde y; = &, iar v — valoarea jocului.

Strategia Q* = (g, @3, ---, ¢;,) optimd pentru jucitorul al doilea se
obtine prin rationamente similare, dar in acest caz se va tine cont de
faptul ca aici mérimea v constituie pierderea jucdtorului al doilea si el,
jucénd, tinde sd-gi minimizeze pierderea, adici si maximizeze valoarea
mirimii 1. Strategia optimi Q* trebuie si-i asigure juciitorului al doilea
pierdere, care si nu depéasgeasca valoarea v a jocului, indiferent de actiunile
primului jucétor, si doar in cazul in cere acesta aplica strategia sa optima,
pierderea juctorului al doilea este egald cu valoarea v a jocului. Prin
urmare, restrictiile problemei in acest caz vor fi de forma >_7_, a;;z; < 1.

Astfel, rezolvarea jocului pentru cel de al doilea jucator conduce de
asemenea la rezolvarea unei probleme de programare liniara

F(x)=;c1+a;2+...+:cﬂ=;l;->max, (4.21)
cu restrictiile

a1 ¥ +az -T2+ ...+ a1 T, <1,
- - RN % < 1 1 1n
@21 %1 +ax2-Ta+..+ax%m T =1, r;20,j=1Ln, (422)

....................................

AGm1*T1+8m2 T2+ ... +Amn Tn < 1,

unde z; = p-Vi Comparénd problemele (4.19)-(4.20) si (4.21)-(4.22) con-
statim cd impreuna ele formeazi un cuplu de probleme in dualitate.

Din cele relatate mai sus constatam cé orice joc matriceal (m X n) se
modeleaza printr-un cuplu de probleme de programare liniara gi se rezolvs
prin metoda simplex. Tinidnd cont de proprietatile solutiilor optime ale
cuplului, rezolvim doar una din ele si in tabelul final al rezolvarii acesteia
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gasim solutiile optime ale ambelor probleme din cuplu. De reguli se re-
zolva problema pentru jucitorul al doilea, fiindca astfel se evitd implicarea
variabilelor artificiale.

Exemplul 4.7. Revenim la jocul cu urmatoarea matrice de plati:

Tabelul 4.7
Ai\Bj B1 Bg B;; B4 B5 a; = rxg_ina,—,—
Ay 4 5 6 2 3 2
Az 1 9 b5} 4 4 1
Az 10 4 1 8 7 1
Ay o e s (3]
Bj = max a;; 10 9 @ 8 9

Am stabilit ca acest joc nu are solutii in strategii pure (nu are puncte
ga) fiinded a < B (3 < 6). Deci jocul are solutii in strategii mixte.
Strategia mixt# a primului jucitor constitue vectorul P = (p;, ps, p3, p4),
iar pentru al doilea — vectorul Q = (qi1, g2, g3, ¢4, ¢5)- Formidm modelul
liniar al problemei pentru jucitorul al doilea. Obtinem:

; 1
F(X) =31 +x2+:c3+q:4+x.r,=;—»max,

Cu restritiile
41 + Sxg + 6x3 + 224 + 325 < 1,
z1 + 972 +5.’I:3+4I4+4.’t5 <1
10z +4x2 + 3+ 8x4 + Tz5 < 1,
5x; + 6z2 + 3x3 + 514 + 925 < 1,

unde

q1 q2 g3 q4 gs
Ty ==, T2=—, Tz = —, T4 = =—H T = )
v v v vV v

5
v>0,¢20,j=15, qu—l
Jj=1

Rezolvind problema prin metoda simplex, obtinem:

2 15 3 23 55
X = e Y
(119' 0 119’ 34° bl i 238) 4 cadlidr 238’

7 197500 of 111 5
Y (238 9 1 h % g 6 0 238)
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1
Tinem cont de fatul ca F (X*) = > unde v este valoarea jocului i, prin

urmare, ¥ = ——. Totodatid avem 7; = % saup; =i v, i =1:4. Deci
sy . 20 238 19 ., 11 238 2
R k- 5b . . EG bl < Bl T G
o g S ) L 8 e
P3=1Y3 =17 55 5§’ P4 = Y4 = el s

Astfel, strategia mixta optimali a primului jucitor este

4 3 e 19 14 22 .
P* = (pl; p3; P3; P1) = ( '0), Yip=1,
=51

55 55° 55°
: . : 2
iar valoarea jocului este v = %
in mod analog determindm strategia mixta optimald pentru al doilea
jucitor, adici

e 2USS8 shewovsri -
T T T R e AT
G g oI5 0238° a0, it 1 1258 ot
e R R Y G
238
@G=z5-v=0-— =0.

55 ~
Prin urmare ‘

)
e 44730 91 238
Q" =(q1; 93;: @3; d5; &) = (—55, 0; e Be 0) : j§=1 gG=1 V= R

Exemplul 4.8. O firma comerciald & elaborat cateva variante de plan
pentru vanzarea mérfurilor sale la un iarmaroc in functie de conjunctura
pietei si a cererei cumparatorilor. In rezultatul combingrilor acestor indi-
catori s-a obtinut urmatorul tabel pentru venitul firmei:

. Tabelul 4.8
Planul de Valoarea venitului, un. monetare
vanzari C, Cs Cs Cy o; = n{’m ai;
P 8 4 & 2 2
Py 2 8 4 6 2
P; 1 9 8 5 1
,Bj = mf\x a5 8 8 8 6
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Rezolvare. Modelim problema printr-un joc matriceal in care primul
jucator este firma, iar al doilea esta piata cu conjuncturile sale. Con-
statdm c& jocul nu are solutii in strategii pure (nu are puncte sa, fiindcd
valoarea inferioard o = 2, iar valoarea superioara 3 = 6, adicd a < 3) si,
totodatd matricea de plati nu contine strategii dominate, deci nu poate fi
simplificatd. Prin urmare jocul dispune doar de solutii in strategii mixte.
Notam prin p; probabilitatea ca firma aplicd planul P;, prin p, — prob-
abilitatea cid aplicad planul P, si prin ps — probabilitatea ci aplica planul
P3. Prin ¢, g2, g3 si g4 notdm probabilititile conjucturilor posibile ale
pieti. Astfel, strategia mixtd a primului jucitor este P = (p;, p2, p3), iar
a celui de al doilea — Q = (g1, g2, g3, ¢4). Rezolvim jocul prin metoda
simplex, utilizdnd modelul liniar pentru jucdtorul al doilea. Avem:

1]
F(X)=z1+:c2+:r3+z4=;—>max,

cu restrictiile

2z + 8x9 +4x3 + 6x4 < 1, .'Bj?ﬂ_.j:l,_él.

8zx1 +4xz + 223+ 224 < 1,
Ty + 2x2 +8x3 + 54 < 1,

Prezentam doar tabelul siplex final al rezolvirii problemei

Tabelul 4.7
1 1 1= 0 0 0
BlCyl| b |z1| z2 lzalz4| z5 Te T
x| 1|3/16| 1| 7/4| 0| 0| 7/24|-1/16 |-1/24
x| 1|1/16| 0| 5/4| of 1| -1/8| 5/16| -1/8
zz | 1[1/16| 0|-3/4| 1| 0[1/24}|-3/16 | 5/24
A; [5/16] 0| 5/4| 0] 0]5/24| 1/16 | 1/24
val ws {welwi| vi | ¥ Ya
Din tabelul obtinut constatim
* L 3 L * l * 1 * * *
X =($1=E;m2=0;m3=E;m4=1_ﬁ;x5=0;x5=0;x7=0)
5 1 16
I BEEY) o s
§1 ( ) 16 ? V I

Jd
Aceastd solutie se referi la al doilea jucitor (asociat cu conjunctura pie-
tei). Solutia optim# a modelului linar care se referi la firma comerciald

121



(primul jucitor) este:

1 1 5
il v S e SeEr i e Ty a . O i Ol * __
Y—(y; 21 2= g BT s 0y 7Y 0; yr 0)
Tinand cont de faptul ca y; = %,:': 1; 3 obtinem:
s s 180082 g L 18 0
B i B Y sty e e
Sy 160
i a2A. 50 18
adica
Pn«_ 3_2_ r___];_ t___z__ V_16
, T P1—3sP2—51P3—-15 . —5

Prin urmare, dacé pe parcursul iarmarocului firma se va conduce de strate-

: 1
gia P* ea va ob{ine un venit nu mai mic de ?b unitati monetare. #
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5 Luarea deciziilor in conditii de risc
si incertitudine

Situatiile examinate mai sus constitue clasele de probleme de luare
a deciziilor in conditii de certitudine si de conflict, adicd se examineaza
cazuri in care decidentul dispune de toatd informatia necesard pentru a
alege varianta optim# de decizie din mai multe variante disponibile. Astfel
de situasii deseori se pot exprima atat prin modele liniare cat si neliniare.

In conditii economice reale situatiile de certitudine pot fi intalnite
mai frecvent in cazurile in care se examineazi probleme pentru intervale
limitate de timp. Este bine cunoscut faptul cd pe parcursul unei durate
mai mari de timp starea in economie se schimba, si in asemenea situatii
deciziile se adoptd firi a dispune de toatd informatia necesard. Spre
exemlu, nu se gtie cu certitudine, care va fi cererea pietei pentru un anumit
produs in urméitoarea perioadi de timp, care va fi volumul transporturilor
pe ciile ferate, ce decizii va adopta guvernul intr-un anumit domeniu, care
vor fi conditiile climaterice intr-o anumit# regiune peste cateva luni etc.
Acest gen de conditii (evenimente, fenomene, etc.) in care decidentul
trebue si aleagd decizia optimd, in cele ce urmeaza, se vor numi “stiri
ale naturii”. Problemele decizitionale in situatiile in care informatia cu
privire la stdrile naturii este incompletd sau total lipseste se impart in
doud clase:

- luarea deciziilor in conditii de risc,

- luarea deciziilor in conditii de incertitudine.

5.1 Luarea deciziilor in conditii de risc

In cele ce urmeazi (ca si pand acum) in calitate de criteriu de op-
timalitate a unei decizii vom utiliza speranta matematicd a castigului
(pierderii).

Asadar, ce inseamni “risc”? O definitie generald si concludentd pentru
aceastd nofiune nu exista. In economie, de reguld, prin notiunea “risc” se
exprimd situatia in care in cadrul unei anumite operatii nu se va inregistra
(nu se va obtine) rezultatul scontat (agteptat) ca urmare a evolutiei facto-
rilor de care depinde acest rezultat. Or, rezultatul real al operatiei poate
fi diferit (mai mare sau mai mic) de cel asteptat. Prin urmare, existd o
abatere (o deviere) de la rezultatul scontat. In multe situatii din domeniul
economiei anume aceastd abatere constitue sensul notiunei de risc. Astfel,
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apare necesitatea de a masura abaterea, adicid de a misura riscul posibil,
care poate apirea in reziltatul realizérii anumitei actiuni.

Problemele de decizie in conditii de risc se caracterizeazi prin urma-
toarele:

a. decidentul cunoaste variantele sale de decizie;
b. decidentul cunoaste starile posibile ale naturii;

c. cunoagte rezultatele alegerii fiecirei variante de decizie pentru fiecare
stare a naturii;

d. cunoagte (sau poate calcula) probabilitatea cu care poate apirea fiecare
stare a naturii.

Prezenta probabilititilor de aparitie a stdrilor naturii permit si se
calculeze nu doar speranfa matematica a castigului (acesta este “castigul
scontat”), dar gi a abaterilor de la speranta matematici. Astfel criteriul
prin care se alege decizia optimad poate deven unul complex, care si se
exprime prin combinatia dintre valoarea sperata (speranta matematici) a
castigului (pierderii) si dispersia acestei valori. Vom examina urmitoarea
situatie
Problema. Firma A planificd s& lanseze pe piatd, in sezonul de vari
care urmeazi, una din marfurile sale A; si A,, iar firma B intentioneazi
sa lanseze unul din produsele sale B,, By, B3 sau Bs. Produsele A; si
B; sunt concurente (spre exemplu, apd minerald si bere), iar A; si By
sunt complementare (smantéani si branzid de vaci). Celelalte perechi de
produse sunt neutre. Venitul firmei A depinde de combinatia de produse
lansate pe piatd de cidfre ambele firme i se determind conform tabelului
prezentat. A si B sunt firme concurente pe piatd, dar se stie ci B scoate
pe piata produsul By de trei ori mai rar decat By, de doua ori mai rar
decat By si de patru ori mai rar decit Bz. Care marfi (din cele doui
disponibile) trebue s& lanseze pe piatd firma A.

Tabelul 5.1
0,3 0,2 0,4 0,1
A\B B B, B B,
A, 11 21 30 43
A, on 18 25 26

Rezolvare. Consideram situatia formulati ca o problema de luare a de-
ciziei in care decidentul este firma A. Situatia poate fi modelati printr-un
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joc matriceal, asfel ca primul jucétor este decidentul (firma A), iar al doilea
este natura (firma B) cu patru stéri posibile - mérfurile firmei B care pot
apirea pe piatid. Tabelul prezentat poate fi considerat matrice de platd
a jocului. Tindnd cont de raporturile de aparitie pe piati a mirfurilor
firmei B pot fi determinate probabilititile acestor aparitii, adicd proba-
bilitatile starilor naturii. Fie z — cota aparitiei pe piatd a produsului Bj.
Atunci cota aparitiei produsului B; este 3z, a produsului B, este 2z, iar
a produsului Bj este 4z, asfel incat 3z + 2z + 4z + z = 1, adici z = 0, 1.
Prin urmare probabilitatile de aparitie pe piatd a mirfurilor firmei B vor
fi respectiv p; = 0,3; p2 = 0,2; p3 = 0,4; i py = 0,1. Asfel venim la o
problemé de decizii in conditii de risc. Rezolvarea unor asemenea prob-
leme se reduce la compararea variabilelor aleatoare. In cazul dat trebue
comparate variabila 4; cu Aa, avind repartitiile acestora.

Tabelul 5.2 (T1) Tabelul 5.3 (T2)
4] 11 et A28 I8 5" o8
Pl 03 02 .04 "0 Pl 63" 02" 04 01

Variabilele aleatoare se compara utilizand caracteristicele lor numerice.
Prima caracteristicd numeric3 a unei variabile aleatoare X este valoarea
medie (sau speranta matematici) a acesteia.

E(X)=z1p1 + z2p2 + ... + ZTnPn.

In cazul problemei examinate vom nota sperantele matematice prin E (A4;)
si £ (Az). Obtinem:

E(A;)=11-0,3+21-0,2+30-0,4+43-0,1= 23,8,
E(A2) =23-0,3+18:0,2+25-0,4+28-0,1 = 23,3.

Deci, daci in problemé. daté (care este o problemi de decizii in coditii
de risc) vom utiliza in calitate de criteriu de optimalitate speranta ma-
tematicd a venitului firmei A, atunci firma A trebue si lanseze pe piatd
marfa sa A;, cu speranta cé va obtine un venit de 23,8 uniti{i monetare.
Dacé firma A ar lansa pe piatd marfa A; s-ar putea agtepta la un venit de
23,3 unitéti monetare, adicd doar cu 0,5 u.m. mai putin. De mentionat,
cd valorile sperate ale veniturilor E (A4;) = 23,8 si E(4;) = 23,3 se
vor realiza doar in cazul in care evenimentul studiat (lansirile) se vor
repeta In aceleagi conditii de un numér de ori suficient de mare. Numai in
astfel de conditii criteriul de optimalitate “speranta matematics” (valoare
agteptatd) poate fi justificat. In problema examinat¥ avem doui variante
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de decizie A; gi Az cu valori asteptate aproximativ egale. Prin urmare,
daci in calitate de variantd optimé de decizie vom alege varianta A; (care
are speranti matematici doar putin mai mare decit A,) aceastd alegere
nu va fi una suficient de concludenta. Daca revenim la variabilele aleatoare
A; si A (repartitiile carora sunt prezentate mai sus) conchidem ci la nivel
de sperante matematice ele sunt greu de comparat. Deci pentru a obtine
o viziune mai clard cu privire la deosebirea dintre A; si A, sunt necesare
informatii suplimentare referitoare la aceste variabile pentru a le diferentia
mai clar. In calitate de astfel de informatii pot servi abaterile valorilor
variabilelor de la sperantele matematice respective (valoarea asteptata).
In tabelul 5.4 sunt prezentate abaterile posibile ale veniturilor firmei A
de la venitul agteptat pentru ambele variante de actiune (de decizie) ale
firmei.

Tabelul 5.4
0,3 0,2 0,4 0,1
Al -12,8 -2,8 6,2 19,2
Aq -0,3 -5,3 : e i 4,7

In teoria probabilititilor in calitate de misurd a abaterilor valorilor
unei variabile aleatoare X de la speranta matematica a acesteia E (X)
(m#sura imprastierei valorilor in raport cu “centrul”) se aplici abaterea
medie patraticd o (X) = /D (X), unde D (X) este dispersia variabilei X
definita prin relatia

D(X) = M[X - E(X). (5.1)

Aici X — E (X) constitue abaterile valorilor variabilei X de la speranta
matematicaF (X). Dispersia D (X') mai poate fi calculata si prin relatia
D(X)=E (X - [E(X)]. (5.2)

Pentru problemele de decizie in conditii de risc in calitate de indicator
al riscului se poatei aplicd abaterea medie pdiraticd o.

Asadar, calculdm abaterile medii patratice o (A1) si o (A2) pentru
fiecare varianta disponibild de decizie a firmei A, aplicand relatia (5.1) si
abaterile de la speranfa matematica prezentate in tabelul5.4:

0 (A1) =vD (A1) =
=\/(-—12,8)2 20,3 £ (2. 8)%:0,24+(6i2)2x0, 44 (19,2)* 501 =
=+/49,152 + 1,158 + 15,376 + 36,864 = /102,96 ~ 10, 15.
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Astfel o (A,) = 10,15. In mod analog determinim c% o (A4,) = 2, 74.
Deci, daca acceptam In calitate de mésurd a riscului abaterea medie
patraticd ¢, venim la concluzia, ca in cazul in care firma A va decide sa
lanseze pe piatd marfa sa A, ea va avea un venit in valoare de 23,8+10, 15
unitati monetare, iar daca va decide sa lanseze marfa A,, venitul va con-
stitui 23, 3 + 2, 74 unita{i monetare.

Un indicator mai frecvent utilizat, dar gi mai semnificativ in estimarea
riscului este coeficientul de variatie al variabilei aleatoare, care in prob-
lemele de decizie in conditii de risc se mai numegte coeficient de risc i se
noteazd prin r. Valoarea lui r se calculeazé in procente prin relatia

_9(X)
- E(X)

T (X) - 100%, (5.3)
unde E (X)) este speranta matematicé a variabilei aleatoare X, iar o (X)
— abaterea medie pé#traticd a acesteia. Coeficientul de risc constitue
marimea riscului calculat pentru o unitate monetard obfinutd din venit.
Pentru variantele de decizie A; si Ay avem respectiv:

T(4) = ;7((‘311)) -100% = 12%’ 18" - 100% =~ 42,6%,
r(Az) = ;.((jz)) -100% = -2:’3—7;5 -100% =~ 11, 8%.

Prezentim informatia obtinuta din rezolvarea problemei in tabelul 5.5.
Tabelul 5.5

0,37 0y2 0,4 0;1

A\B B, By Bs By E (A,) ag (A;) T (A,) %
A 11 21 30 43 23,8 10,15 42,6
Aa 23 18 25 26 23,3 2,74 11,8

In tabelul 5.5 se contine o informatie mai ampld si mai clard pentru a
observa distinctia dintre cele doud variante disponibile de decizie. In caz
ca decidentul va alege in calitate de decizie optima varianta A; venitul
agteptat va fi putin mai mare decit in varianta A, (23,8 > 23,3), dar
riscul cé acest venit nu se va realiza va fi cu mult mai mare pentru A; decét
pentru As (42,6 > 11, 8). In astfel de situatii alegerea deciziei optime
in careva masura depinde si de particularitatile de caracter (psihologice)
ale decidentului. Dac# acesta este o persoani mai conservativi si mai
prudenta, nepredispusé spre risc, atunci va decide si aleagd varianta As,
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mizand la un venit mai mic dar mai sigur. In cazul in care decidentul
este inclinat spre risc, el ar putea considera prioritar venitul mai mare si
ar putea alege varianta A;. Deci in problemele de decizii in conditii de
risc decidentul are la dispozitie doi factori pe care poate si-i utilizeze la
alegerea deciziei optime — castigul sperat E (X) si masura riscului ¢ (X)
(sau r (X) de a avea un castig diferit de cel sperat.

Concluzie. Decizia apartine decidentului.

Criteriile de decizie E (X) si o (X) pot fi combinate astfel ca ele sa
formeze un singur criteriu complex. In acest context o variantd simpli a
unei asemenea combinatii poate fi relatia:

R(X,)) = E(X) — Ao(X). (5.4)

in conditiile de risc criteriul principal de optimalitate al deciziei este
speranta matematicd E (X) a castigului (pierderii). Deci in relatia (5.4)
ponderea principald o are prima componentié E (X), iar a doua Ao (X) are
un rol auxiliar si se aplica, de regula, in situatiile in care marimea F (X) nu
este suficient de convingitoare pentru alegerea deciziei optime. Mérimea
A este o constantd valoarea cireia este menitd si exprime “importanta”
componentei o (X) (abaterii medii patratice), adicé atitudinea decidentu-
lui fati de risc. Astfel, dacd A > 0 rezultanta castigului R (X, A) este mai
micd decadt speranta matematicd F (X). Asemenea situatii se intdlnesc
in cazurile in care decidentul este ¢ persoand prudentd, nepredispusi spre
risc. Se demonstreazi, spre exzemplu, ci pentru A = 3 probabilitatea ca
valoarea céstigului nu se va “cobord” mai jos de E(X) — 30(X) este nu

mai micd de ~8-, adicd 90%. Totodats, valorile A caracterizeazi persoanele
(decidentii) predispuse spre risc.

O analizd mai detaliatd pentru utilizarea parametrului A nu se incad-
reazi in limitele acestei lucrari.

5.2 Decizii in conditii de incertitudine

Problemele de decizie in conditii de incertitudine (se mai numesc si
probleme de decizie in conditii de incertitudine totald) se caracterizeazi
prin urmdtoarele:

- Decidentul cunoaste mulfimea X ale tuturor alternativelor sale de acti-
une;

- Decidentul cunoagte multimea Y ale starilor posibile ale naturii, dar nu
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cunoaste si nici nu dispune de careva informatie care i-ar permite si
determine probabilitdtile de aparitie ale acestor stéri;

- Decidentul cunoaste sau poate determina valorile rezultatelor care se
vor obtine dupi aplicarea oricirei variante de actiune si pentru orice
stare a naturii (valorile functiei de platd sau matricei de platd; se
mai numeste §i matrice decizionald).

In asemenea conditii decizia optimi se determind prin urméitoarea
schemi: se porneste de la o anumité ipotezi privind starea naturii, ipotezd
care permite si se obtind o anumitd estimatie numerici pentru fiecare
actiune posibili. Cunoscénd estimatiile tuturor alternativelor se poate
alege alternativa cu cea mai preferatid estimatie. Aceasta va fi varianta
optim4 de decizie. Pentru alegerea deciziei optime in conditii de incer-
titudine sunt elaborate mai multe criterii (reguli) cu caracter empiric.
Alegerea unui anumit criteriu depinde de continutul concret al problemei
propuse spre rezolvare, de particularititile psihologice ale decidentului
etc. Vom examina modalitatea de aplicare a catorva criterii de decizie in
conditii de incertitudine mai frecvent utilizate.

Problem&. Un investitor a cumpérat un lot de pdmént in apropierea
drumului national si doregte si construiascd pe el un motel pentru turisti.
Investitorul are la dispozitie patru variante de proiect pentru motel — cu
20, 30, 40, si 50 de odii. Evaluarea anticipatd a cheltuielilor anuale pentru
intretinerea motelului constd din trei compartimente:

1. Cheltuieli care nu depind de numérul de odéi ale motelului (amena-
jarea teritoriului, lucrdri de reparatii in exterior, paza complexului
etc.) 25500 u.m.

2. Cheltuieli anuale proportionale cu numérul $ de odai ale motelu-
lui.(Tabelul 5.6).
' Tabelul 5.6 (T1)

Numarul de odai S 20 30 40 50
Cheltuieli u. m. 95500 143250 91000 238750

3. Cheltuieli anuale proportionale numérului mediu R de od&i ocupate
de cétre clienti (Tabelul 5.7).
Tabelul 5.7 (T2)
Numarul de odai [0 10 20 30 40 50

ocupate R .
Cheltuieli u. m. |0 36000 72000 108000 144000 180000

129



Cagtigul investitorului este functie de numarul de odai ocupate si se
prezintd in tabelul 5.8.

Tabelul 5.8 (T3)

Numarul de odai | 0 10 20 30 40 50
ocupate R
Cistig u. m. 0 219000 438000 657000 876000 1095000

Utilizdnd informatia prezentati obf{inem urmaitoarea matrice decizio-
nald, elementele céreia constitue castigul investitorului (mii unitdti mo-
netare).

Tabelul 5.9
SiNRi 0 10 20 30 40 50
20 -121 62 245 245 245 245
30 -168,75 14,25 197,25 380,25 380,25 380,25
40 -216,5 -33,5 149,5 332,5 515,5 515,56
50 -264,25 -81,25 101,75 284,75 467,75 650,75

5.2.1 Criteriul Vald sau maximin

Criteriului Vald i se mai spune “criteriul pesimistului”sau maximin

max |mina;;|. Prin acest criteriu se incearcd si se ob{ini un castig
i J

garantat pentru fiecare stare a naturii. Decidentul considerad ca natura
este orietatd contra lui si-i permite si obtind doar cel mai mic cistig pen-
tru fiecare variantd de decizie. Cel mai mic céstig este totodata si castigul
garantat. Principiul mazimin are ca scop mazimizarea cdgtigului garantat
(castigului minimal) si se realizeazi prin urmatoarele operatii:

- Pentru fiecare varianti de decizie se alege si se fixeazd valoarea minims
a castigului (acesta este céstigul garantat in cadrul deciziei exami-
nate);

- Din totalitatea de castiguri minime obtinute dup examinarea tuturor
variantelor de decizie se alege castigul maximal, iar varianta de de-
cizie asociatd acestui castig este decizia optima.

De reguld, principiul maximin se aplici de citre persoanele cu un
nivel sporit de prudents, persoane conservatoare sau cu inclinatii spre
pesimism. Partea slabd a criteriului Vald consté in faptul ca la alegerea
deciziei optime se tine cont doar de variantele minime ale castigurilor.
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In cazul problemei propuse criteriul Vald conduce la urmitoarele:

Pentru prima variantd de decizie (S) = 20) mina,; = —121,
Pentru varianta a doua de decizie (Sz = 30) I-I,I.‘_'ln az; = —168, 75,
Pentru varianta a treia de decizie (S3 = 30) min ag; = —216,5,
Pentru varianta a patra de decizie (S; = 30) :%_ina.;j = —264, 25.

Prin urmare, in cazul in care proprietarul terenului va decide si accepte
proiectul motelului cu 20 de od4ii el ar putea avea pierdere, dar aceasta
ar fi garantat nu mai mare de 121000 unititi monetare.

5.2.2 Criteriul Laplace

In calitate de suport pentru criteriul Laplace servegte postulatul Bayes
prin care se afirma: in cazul in care probabilititile cirorva fenomene
(evenimente) nu sunt cunoscute aceste probabilititi trebuie considerate
egale intre ele. Postulatul Bayes se aplicd la calcularea sperantei mate-
matice a cagtigului (pierderii) pentru fiecare variantd disponibild de de-
cizie. Din rezultatele obtinute se alege strategia care ofera castigul sperat
maximal. De reguld, criteriul Laplace se considerd mai potrivit pentru a
elabora pronosticuri de lungd duratd necesare unitétilor economice mari.

Pentru problema de mai sus natura are gase stari posibile si probabili-

1 ; ;
tatile tuturor au aceeagi valoare egald cu g Astfel, pentru prima varianta
de decizie cagtigul sperat este:

2! 1
B(81) = 5-(~121)5-(62)+ -(245) + 5-(245) +-(245) + £-(245) = 158, .

In mod analog determinim
E(S;) = 197,25, E(S3)=210,5, FE(S4)=193,5.

In acest caz varianta optima de decizie este S3 conform céreia trebuie si
se accepte proiectul de motel cu 40 de odai.

Aici poate apirea anumitd indoiala cu privire la ipoteza c¢a proba-
bilitdtile tuturor stirilor naturii sunt aceleasi.

5.2.3 Criteriul Hurwicz

Pentru fiecare variantd de decizie V;, ¢ = 1, m se calculeaza perametrul
h; care constitue media ponderatd a valorilor extreme M; (valoarea cea
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mai mare) gi m; (valoarea cea mai mici) ale castigului. Ponderea acestor
marimi se masoaré prin coeficientul de optimism notat prin a, care poate
lua orice valoare pe domeniul [0; 1]. Astfel,

hi=a-M;+(1—a)-m;, i=1,m.

Prin coeficientul de optimism a decidentul exprima atitudinea sa subiec-
tivi fatd de risc printr-un anumit nivel de optimism. Dacad decidentul
este total pesimist atunci a = 0 (nivelul de optimism este nul) si criteriul
Hurwicz se echivaleazi cu criteriul Vald. In cazul in care decidentul este
persoana total optimistd a = 1 si criteriul Hurwicz conduce la rezultate
identice cu rezultatele criteriului maximax.

In cazul problemei propuse méarimile h; s-au calculat pentru doud vari-
ante ale coeficientului de optimism, §i anume a = 0,2 (decidentul este o
persoand, care nu accepta careva riscuri in perocesul de luare a deciziilor)
gi @ = 0, 8 (in majoritatea cazurilor decidentul alege decizia consiterati de
el ca ar fi una optima fara a ocoli riscurile eventuale). Se obtin urmétoarele
rezultate: Pentru a =0, 2

hy (81 = 20) =0,2-245 +0,8 - (—121) = —47,8,

hy (S2 = 30) = 0,2 - 380,25 + 0,8 (—168, 75) = —58, 95,
hy (S5 = 40) = 0,2 - 515,5 + 0,8 - (—216,5) = —70, 10,
hy (S4 =50) = 0,2 350,75 + 0,8 - (—264, 25) = —81, 25.

Pentru a = 0,8

hy (Sy = 20) =0,8-245+0,2 - (—121) = 171,8,

hy (S2 = 30) = 0,8 - 380,25 + 0,2 - (—168, 75) = 240, 75,
hy (S5 = 40) = 0,8-515,5 + 0,2 - (—216,5) = 369, 10,
hy (Ss = 50) = 0,8-350,75 + 0,2 - (—264, 25) = 467, 75.

Este simplu de stabilit, cd in cazul in care decidentul ar fi o persoanid
conservativd gi pesimistd decizia optima ar fi si aleagd varianta 5; a
proiecului de motel cu 20 de odai, fiind sigur c& va suporta o pierdere
nu mai mare decat 47,8 mii u.m. Insi dacd decidentul ar fi o persoani
cu iclinatie accentuatéd spre optimism care nu ia in considerare riscurile
posibil, ar alege in calitate de decizie optimé varianta S; a proiectului
cu 50 de odii, sperind la un castig de 467,75 u.m..
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5.2.4 Criteriul Savage

Criteriul Savage mai este numit si criteriul regretelor. Criteriul Savage
recomanda urmitoarele operatii. Fie datd matricea decizionald (admitem
cid se examineazid cazul in care elementele matricei constitue cagtigurile
posibile ale decidentului). De la ea se trece la o nouid matrice numitd
matricea regretelor (sau matricea riscurilor). Admitem c& decidentul ex-
amineaza toate variantele posibile de decizie In cazul in care natura se
afld in starea jo, adicid examineazi coloana cu numdirul jp din matricea
decizionald. Alege din coloana jp cel mai mare element gi scade din el
toate celelalte elemente ale acestei coloane. In rezultat se obtine o noud
coloand numitd coloand a regretelor. Se calculeazd toate coloanele re-
gretelor gi cu ele se formeaza matricea regretelor notate cu r;;, care poate
fi prezentata prin relatia

Fifi— 'I=ﬂlf:?.)r{n aij — Qij, ] = 7
Prin urmare, r;; este diferenta dintre cel mai bun céstig prezent in coloana
J si celelalte cagtiguri din aceeasi coloand, adicd r;; exptima regretul de-
cidentului (céstigul pierdut) cauzat de faptul ci n-a ales cea mai bunid
decizie pentru starea respectivd a naturii. Avand matricea regretelor de-
cidentul poate identifica regretul maximal posibil pentru fiecare variantd
de decizie si din totalitatea de regrete maxmale va alege decizia cu cel mai
mic regret, acceptdd-o in calitate de decizie optima.

Revenim la poblema de mai sus si aplicim criteriul Savage pentru a
determina decizia optimd. In primuﬂ, rand formam matricea regretelor,
utilizind matricea decizionald (matricea castigurilor). Examindm succe-
siv fiecare stare a naturii (deci fiecare coloand a matricei castigurilor) si
calculdm cagtigurile pierdute prin neacceptarea celei mai bune variante
disponibile de decizie. Spre exemplu, admitem ci se examineaza starea
naturii Ry = 30. In acest caz cea mai buni varianti de decizie este
S, = 30, care asigurd cel mai mare cdagtig in valoare de 380,25 u.m. Insd
daca varianta Sy se va respinge, iar in calitate de variantd optima ce va
acceptd oricare alta S; # Sa, decidentul va suporta pierderi respective
(sau regrete):

r13 = 380,25 — 245 = 135, 25; ro3 = 380,25 — 380,25 = 0;
r33 = 380,25 — 332,56 = 47,75; 143 = 380,25 — 284,75 = 95, 50.

In mod analog se calculeazii regretele si pentru celelalte stiri ale ni
turii (celelalte coloane ale matricei decizionale). Totalitatea regretelc

133



formeazad matricea:

Tabelul 5.10
S;\RJ R]_ =i Rz =10 R3 = 20 R4 = 30 Rs = 40 Rb' = 50 maxryj
J

S1= 20 0 0 0 135,25 270,65 405,75 405,5
So=30 | 47,76 47,75 47,75 0 135,25 2705 270,5
S3=40| 955 95,5 95,5 47,75 0 135,25 135,25
S4= 50 | 143,25 143,25 143,75 955 47,75 0 143,75

Din fiecare variantd de decizie se selecteazi regretul maximal si cu
ele se formeazi coloana max rij- In coloana formata se alege regretul cel

mai mic. In cazul dat mm maxr,J = rgs = 135,25. Decizia asociata

acestui regret, adica decxzm ba 40 este optima. Prin urmare, conform
criteriului Savage, decidentul va alege proiectul de motel cu 40 de odii
considerand c3 in acest caz regretul siu nu va depasi 135,25 mii u.m.

Analizind rezultatele obtinute constatim, ci cele patru criterii de de-
cizie aplicate la una si aceeasi matrice decizionald (adicd la rezolvarea
aceleiagi probleme) conduc la patru strategii optime diferite (patru ris-
punsuri diferite). Apare intrebarea firesci: care din cele patru criterii este
mai credibil (sau mai potrivit, mai convenabil)? In conditii de incertitudi-
ne nu existd un rdspuns universal si corect la aceastd intrebare. Procesul
decizional constd din doud etape — mai intdi se alege criteriul care se va
utiliza, dupé care urmeaza etapa de realizare a calculelor necesare pentru
determinarea variantei optime de decizie conform criteriului ales. Alege-
rea criteriului decizional depinde de situatia concretd care se examineazi
cat gi de particularititile de caracter ale decidentului.

Exemplul 5.1. Un fermier se ocupéd de cultuvarea ti comercializarea
ciupercilor. Costul de productie a unui chilogram de ciuperci este 16 lei,
iar se vand cu 36 de lei pe chilogram. Daca ciupercile nu se vand intr-o
saptdmani de la ziua recoltirii, ele isi pierd valoarea. Ciupercile se vand
in cutii a cate 500 de grame. Cererea se estimeazi a fi de 1500, 2000,
2500 sau 3000 de cutii pe siptiména. Daca cererea este mai mare decét
cantitatea produsd atunci, pentru a-gi pastra clientii, fermierul cumpirid
ciuperci de la alt producator cu 38 de lei pe chilogram, iar pretul de
vanzare ramane acelagi. Cate cutii trebue sa pregateasca fermierul pe
siptdmana pentru vanzare ca profitul si fie maximal?

Rezolvare. Vom considera cé avem o problemd de luare a deciziei in
conditii de incertitudine in care decident este fermierul, iar cererile pietei

134



formeaza starile naturii. Formam matricea decizionalid. Decidentul are la
dispozitie patru variante disponibile de decizie, iar natura are patru stiri
posibile.

Tabelul 5.11 Tabelul 5.12
Vi\\Nj | N1 | Na-|"Ns |"N§ Vald | Laplace|Hurwicz |Savage
1500 | 2000 | 2500 | 3000
Vi =1500{ 15,0 | 14,5 | 14,0 | 13,5 13,5*%| 14,25 | 14,55 11
Vo = 2000 11,0 | 20,0 | 19,5 | 19,0 11,0 | 17,375 17,3 11
V3 =2500] 7,0 | 16,0 | 25,0 | 24,5 7,0 |18,125%| 19,6 8*
Vi = 3000} 3,0 { 12,0 21,0 30,0 3,0 16,5 21,9% L

Calculdm elementele a;;, 4, j = 1,4 ale matricei decizionale prezentate in
tabelulu 5.11. Notam cu z; numérul de cutii pregitite pentru vinzare si
cu y; numirul de cutii cerute de piatd. Atunci

a;; = 18y; — 8x;, dacd z; > y;,
a;; = 18y; — 8z; — 19(y; — z;) = 11z; — y;, dacd z; < y;.

In continuare la matricea decizionala aplicAm consecutiv criterile Vald,
Laplace, Hurwicz gi Savage. Rezultatele obtinute sunt prezentata in
tabelulu 5.12, # ‘

Exemplul 5.2. Un magazin de incaltaminte pregiteste pentru anul
viitor o comand& pentru un anumit tip de ghete care se bucuri de popular-
itate. Magazinul cumpara de la producétor fiecare pereche de incaltaminte
cu 30 § si o vinde cu 60 $§. Daci incaltdmintea nu se v-a vinde pind
la sfirgitul anului, atunci ea se va scoate la licitatie cu pretul de 15 $
perechea. Comanda poate fi prezentatda in sapte variante: 20, 25, 30,
35, 40 45, 50 perechi. In tabelul 5.11 sunt prezentate nivelurile cererii si
probabilitdtile acestora.

Tabelul 5.13
Cererea 20 25 30 35 40 45 50
Probabilitatea | 0,20 | 0,25 | 0,20 | 0,15 | 0,10 | 0,01 | 0,01

Se cere:

1. Sa se determine matricea profiturilor magazinului si matricea re-
gretelor acestuia. Cate perechi de ghete trebuie si comande maga-
zinul astfel incat profitul sperat si fie maximal.
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2. Si se afle valoarea maximal a profitului sperat gi valoarea minimald
a regretului

Rezolvare. Formam un tabel in care in linia titulara prezentam valorile
posibile ale cererii, iar in coloana titulara — marimile comenzilor.

Tabelul 5.14
Cererea
Comanda | 20 25 30 35 40 45 50 E(Y7)
0,20 | 0,25 | 0,20 | 0,15 | 0,10 | 0,05 | 0,05
20 600 | 600 | 600 600 600 600 600 600
25 525 | 750 | 750 750 750 750 750 705
30 450 | 675 | 900 900 900 900 900 T083.7T
35 375 | 600 | 825 | 1050 | 1050 | 1050 | 1050 | T757,5
40 300 | 525 | 750 975 | 1200 | 1200 | 1200 727,5
45 225 | 450 | 675 900 | 1125 | 1350 | 1350 695
50 150 | 375 | 600 | 825 | 1050 | 1275 | 1500 | 611,25

Pentru a calcula valorile elementelor a;j, i, 7 = 1,7, ale matricei notam
prin X;, j = 1,7 variantele cererii si prin Y;, i = 1,7 variantele comenzii.
Examinim doud situatii posibile:

e Comanda Y; este mai mica sau egala cu cererea X, adicd ¥; < Xj;.

In acest caz valorile elementelor a;; se determind conform relatiei
a;j = 60Y; — 30Y; = 30Y;. Spre exemplu, fie ¥; = Y; = 35, iar X; =
X5 = 40. Elementul a45 obtine valoarea ass = 30Yy = 30-35 = 1050.

e Comanda Y; este mai mare decat cererea X, adicd Y; > Xj. In
cazul dat valorile elementelor a;; se determind prin relatia a;; =
60X; + 15(Y; — X;) — 30Y;. Spre exemplu, admitem cd Y; = Y5 = 40
gi X; = X3 = 30. Prin urmare, magazinul a comandat 40 perechi de
ghete si din acestea doar 30 s-au vandut cu 60 § perechea. Restul
10 perechi, adicd Y; — X; = Y5 — X3 = 40 — 30 = 10 s-au vandut cu
15 $ perechea. Astfel venitul magazinului este 60X; +15(Y; — X;) =
60X3+15(Ys — X3) = 60-30+15(40—30) = 1950. Din aceastd sumd
trebuie scizute cheltuielile pentru comanda, adicd 30Y; = 30-40 =
1200. Deci cagtigul magazinului este a;; = asz = 1950 $ — 1200 § =
750 8.

Examinand tabelul observiim, spre exemplu, cd in cazul in care maga-
zinul va comanda 40 de perechi de ghete, cu probabilitatea 0,25 va avea un
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castig de 525 $, cu probabilitatea 0,2 - castig de 750 $ , cu probabilitatea
0,1 — castig de 12008 si a. m. d.

Datele tabelului ofera posibilitatea de a determina speranta matema-
ticd a cagtigului magazinului pentru fiecare variantd a comenzii (inclusiv
si variante nespecificate in conditiile problemei), utilizind relatia

7
E(Y;) = Za{j'pjs i=1T.
i=1

Se obtine:

E(Y;) =600 - 0,2 + 600 - 0,25 + 600 - 0,2+

4600 - 0,15 + 660 - 0, 1 -+ 600 - 0,05 + 600 - 0,05 = 600,
E(Y>) =525-0,2 + 750 - 0,25 + 750 - 0, 2+

4750 - 0,15 + 750 - 0,1 + 750 - 0,05 + 750 - 0, 05 = 600,
E(Y7) =150-0,2 + 375 - 0,25 + 600 - 0,2+

+825 - 0,15 + 1050 - 0, 1 + 1275 - 0,05 + 1500 - 0, 05 = 600.

Sperantele matematice E (Y;) sunt prezentate in ultima coloand a tabelu-
lui 5.14. Examinénd tabelul constatdm c& valoarea maximd a cagtigului
sperat constituie 757,5 $ si se va obtine dacd comanda va fi de 35 perechi
de ghete. #
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