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Summary. Starting from the fundamental laws of classical dynamics and molecular phy-
sics, an alternative variant of derivation of the Navier—Stokes equations for the laminar motion
of incompressible viscous fluids is presented, focused on the application of d’Alembert s principle
to the forces exerted on a volume of fluid limited by a closed surface and Newton's law of linear
deformation for unidirectional motion. To transform surface integrals into volume integrals, the
gradient integral relation and Green's first integral identity are used. The method stands out for
its simplicity and clarity, which can give it a wide applicability among the existing methods in
the specialized literature. The demonstration is preceded by a brief analysis of the main methods
used today to deduce the fundamental equations of hydrodynamics. It is shown that including the
phenomenon of internal friction in the equations of motion was a difficult problem, due to the fact
that these equations describe the macroscopic velocity flow of the fluid, while energy dissipation
occurs at the microscopic level.
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INTRODUCERE

Miscarea fluidelor vascoase incompresibile a fost dintotdeauna in atentia cerce-
tatorilor, datorita caracterului sdu fundamental si a importantei sale practice. Dupa
cum se stie, miscarea fluidelor vascoase este guvernatd de ecuatiile Navier—Stokes,
formulate, independent unul de altul, de Navier [1, 2], Poisson [3, 4], Saint-Venant [5]
si Stokes [6, 7], in prima jumatate a secolului al XIX-lea, din rationamente moleculare
si fenomenologice. Ele se aplica pe larg la modelarea matematica a multor fenomene
naturale, biologice, fiziologice, cat si la solutionarea unui numar mare de probleme
tehnice, precum sunt miscarea curentilor atmosferici si oceanici, miscarea din interi-
orul stelelor, miscarea galaxiilor, curgerea aerului in jurul aripii avionului, curgerea
fluidelor prin tuburi si canale, miscarea fluidelor dielectrice in cAmp electric, magnetic
si electromagnetic. Pe aceste ecuatii este bazatd hemodinamica circulatiei sangelui in
sistemul cardiovascular uman, lubrifierea hidrodinamica a articulatiilor, miscarea flu-
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idelor biologice in corpul uman, proiectarea avioanelor, rachetelor, turbinelor eoliene
si hidraulice, pompelor hidraulice.

Dar 1n ultimii doua sute de ani de cercetare in domeniul hidrodinamicii, eforturile
cercetatorilor s-au orientat nu atat asupra elaborarii unor metode simple si clare de dedu-
cere a ecuatiilor Navier—Stokes, cat asupra rezolvarii lor. Se explica acest lucru prin fap-
tul ca spre sfarsitul secolului al XIX-lea tratarea teoretica a miscarii celor mai importante
fluide din punct de vedere practic, apa si aerul, devenisera o problema de mare actualita-
te pentru stiinta, iar aceasta putea fi solutionata numai printr-o tratare directa a ecuatiilor
Navier—Stokes. Drept urmare, in aceasta perioada, au fost stabilite solutii exacte pentru
un sir de cazuri particulare, in care termenul neliniar, corespunzator acceleratiei convec-
tive sau advective (dupa unii autori), este nul sau neglijabil in comparatie cu alti termeni
[8]. Prin prisma acestei ipoteze s-a solutionat migcarea Hagen—Poiseuille intr-o conducta
circulara (1840), miscarea Couette Intre doi pereti plani paraleli si doi cilindri coaxiali
rotitori (1890), migcarea Hiemenz—Howarth in apropierea punctului critic (1911, respec-
tiv 1934) si miscarea Rayleigh intr-un mediu semi-infinit delimitat de un plan care se
deplaseaza paralel cu el insusi (1911). Mai tarziu s-au obtinut solutii exacte si pentru ca-
zul in care termenul neliniar este diferit de zero [8], cele mai cunoscute si mai relevante
solutii fiind vartejul Taylor—Green (1937), utilizat pentru testarea metodelor numerice de
solutionare, vartejul Lamb—Oseen (1912), vartejul Kerr—Dold (1994) si vartejul Burgers
(1948). Cat priveste elaborarea unor metode de deducere a ecuatiilor miscarii fluidelor
vascoase, bazate pe rationamente argumentate din punct de vedere fizic §i matematic,
lucrurile au avansat extrem de lent. Din aceste motive, in prezenta lucrare, se propune o
metoda alternativa de deducere a ecuatiilor Navier—Stokes, axatd pe transpunerea prin-
cipiului Iui d’Alembert si a legii deformarii liniare a lui Newton pentru miscarea uni-
directionala si aplicarea analizei vectoriale, fara a se recurge, 1nsd, la calculul tensorial.
Pentru o intelegere mai profunda a problematicii abordate demonstratia este precedata
de o analiza succinta a principalelor metode aplicate astdzi la deducerea acestor ecuatii.

STAREA ACTUALA iN DOMENIU

La moment, deducerea ecuatiilor clasice ale dinamicii fluidelor vascoase se face
printr-un numar relativ restrans de metode. Sunt, astfel, cunoscute metoda Saint-Venant—
Stokes [5-7], metoda Milne-Thomson [9, 10], metoda Motulevici [11] si metoda Grosu—
Bologa [12]. Cititorul dornic de a cunoaste geneza si metodologia deducerii ecuatiilor
Navier—Stokes la etapa initiald, in special, metoda Saint-Venant—Stokes, poate consulta
tratatul de mecanica a fluidelor [13], in care aceste probleme sunt expuse pe larg.

O metoda relativ noud, aplicata la deducerea ecuatiilor fundamentale de miscare a
fluidelor vascoase, este metoda cunoscutului profesor american L.M. Milne-Thomson
[9], care are la bazd legea a doua a lui Newton. Pentru deducerea acestor ecuatii, el a
considerat un volum de fluid, care in momentul de timp ¢ ocupa un domeniu delimitat
de o suprafata de control inchisa S. Potrivit legii a doua a dinamicii clasice, asupra vo-
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lumului de fluid considerat actioneaza o forta egala cu viteza de variatie a cantitatii de

dv

miscare Ip E d8 . Miscarea fluidului continut in acest volum se produce sub actiunea
3
fortei masice exterioare J. pfd9 sia fortei de rezistenta [ ADdS, in care tensiunea
S
3

n® oxercitatd pe un element de suprafatd dS are expresia

—

"~ vectorul unitar al

¢ =Vxy fiind rotorul vitezei, @ — tensorul tensiunilor si
normalei pe elementul de suprafata, dirijat catre exterior.

Egaland viteza de variatie a cantitatii de miscare cu forta totald exercitatd asupra
volumului de fluid considerat si apeland la teorema Gauss—Ostrogradski, Milne-Thom-

son obtine ecuatia de miscare in caz general sub forma

P = pf = Vp = 29[V 7))+ [TV + ¥ x ), @

care pentru fluide incompresibile cu viscozitatea H=00nSt jovine

dv - =
p5=pf—Vp—/NX§ 3)
sau g -
pE:pf—VpﬁLszﬁ, 4)

2- =\ -
dupa aplicarea regulii dublului produs vectorial [9, 13] Vv=v (VV) Vi (V % v) .

Aceastd metoda ofera posibilitatea deducerii rapide a ecuatiilor Navier—Stokes. In
acelasi timp, stabilirea relatiei tensiunii (1) si determinarea formei functiei Q' prezinta
probleme matematice extrem de dificile [10], care fac ca metoda sa aiba o aplicabilitate
limitatd. Mai mult, scrierea ecuatiilor clasice ale dinamicii fluidelor vascoase numai in
forma compacta, adica vectorial, nu pare sa fie suficient de transparenta pentru analiza.

O metoda mult simplificata de deducere a ecuatiilor fundamentale de miscare a flu-
idelor vascoase a fost propusa de profesorul rus V.P. Motulevici de la Institutul Energetic
din Moscova, in anul 2000 [11]. Metoda are la baza legile fundamentale ale dinamicii
clasice si fizicii moleculare, pe care autorul le aplica cu discernamant fortelor exercitate
asupra unui volum de fluid incompresibil in miscare laminara. El stabileste mai intai re-
latia de calcul a fortei de rezistenta vascoasa — partea vulnerabild a ecuatiilor. Apoi arata
ca coeficientul de viscozitate dinamica nu depinde de orientarea reciproca a vectorului
de viteza si a elementului de fluid. Aplicand legea a doua a dinamicii lui Newton, obtine
ecuatiile Navier—Stokes pentru fluide cu proprietati constante, fara a apela, insa, la un
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aparat matematic sofisticat, cum este bunaoara analiza vectoriala sau calculul tensorial.

Profesorul T. Grosu si academicianul M. Bologa de la Institutul de Fizica Aplicata
al Universitatii de Stat din Moldova sugereaza aplicarea metodei I1 a analizei dimensio-
nale la deducerea ecuatiilor continuitatii, difuziei, conductiei termice si de miscare a flu-
idului perfect si vascos [12]. Metoda are la baza observatia cd ecuatiile fundamentale ale
hidrodinamicii si transferului de caldura si de masa contin derivata substantiala DF/ Dt

a unei functii scalare sau vectoriale, pe care autorii o prezintd sub forma

DF oF . >
E:5+(v,V)F:,u-f(V,F,Va7aPw--), (5)

in care # este o constantd adimensionald, 7 ~ densitatea sau masa specifica, £ ~ presi-
unea, iar V- operatorul nabla definit cu relatia

g 5 - 5 g 6
V=i—+j—+k—
ox oy 0z
Deoarece, in conformitate cu prima teorema de aproximatie a lui Weierstrass [14],
orice marime derivata poate fi exprimata printr-un produs dintre o constantd adimensio-
nala si puteri ale marimilor fundamentale, ecuatia (5) se scrie sub forma generala

w f(V F, 57, p )=V F 5[5 V)= i VT IE] BT 6

Egaland exponentii din membrii stanga si dreapta ai ultimei egalitati, se obtine un
sistem de ecuatii algebrice, care conduce la explicitarea membrului dreapta al relatiei
(5). Dupa cum sustin autorii [ 12], relatiile (5) si (6) constituie nucleul metodei. Prin me-
toda analizei dimensionale a fost solutionata, totodata, problema existentei celor doua
forte de rezistentd vascoasa, de alunecare si de deformatie, care apar la ,,comprimarea—
intinderea” fluidului compresibil, si stabilite relatiile de calcul ale acestor forte.

Metodele de deducere a ecuatiilor generale de miscare a fluidelor vascoase descrise
mai sus recurg la variabilele lui Euler. In mod natural, ecuatiile Navier—Stokes pot fi
scrise si in variabilele lui Lagrange. Deducerea acestor ecuatii n sistemul Lagrange este
data in lucrarile [9, 15, 16], care aici nu se analizeaza.

FORMULAREA PROBLEMEI

Dupa cum s-a vazut, literatura de specialitate oferd putine metode alternative de
deducere a ecuatiilor clasice ale dinamicii fluidelor vascoase. Deducerea acestor ecuatii
chiar si pentru fluidul incompresibil, cazul mai simplu, Intdmpina dificultati mari, mai
ales de ordin matematic. Metodele existente presupun aplicarea unor rationamente ma-
tematice artificiale, care au o semnificatie fizica aparenta. Pentru elaborarea unei meto-
de simple si clare de deducere a ecuatiilor Navier—Stokes, in conditiile mentionate, s-a
impus elaborarea unei metode fenomenologice, bazate pe transpunerea principiului lui
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d’Alembert si a legii deformarii liniare a lui Newton pentru miscarea unidirectionala si
aplicarea analizei vectoriale, evitand calculul tensorial.

DEDUCEREA PROPRIU-ZISA

Pentru determinarea formei generale a ecuatiilor de miscare a fluidelor vascoase
incompresibile se considera un fluid in miscare laminara, din care se separd un element
oarecare de fluid cu volumul ¥ limitat de suprafata inchisd (vezi figura 1). Studiul
echilibrului dinamic al acestuia poate fi facut prin solidificarea lui si aplicarea principiu-
lui Iui d’Alembert fortelor care actioneaza asupra volumului &

E+Fvext+F_:s+F:u:0’ (7)
care poate fi scris si sub forma legii a doua a dinamicii clasice
Dv - .
mE:F;xt-i_Fs-'_F,u’ (8)
unde Fis Fos F, si F” sunt respectiv forta de inertie, forta exterioara, forta superfici-

ala (de presiune) si forta de rezistentd cauzata de viscozitate, m — masa fluidului continut
in elementul considerat, iar DV/ Dt — derivata substantiala sau totala a vitezei in raport
cu timpul prin care se pune 1n evidenta vectorul acceleratiei centrului de masa al acestui
element. Se presupune ca cele doud ecuatii vectoriale se respecta in orice punct al dome-
niului tridimensional ocupat de fluidul in miscare.

Prin suprimarea fluidului din exteriorul suprafetei este necesar si se inlocuiasca

actiunea acestuia cu un sistem echivalent de forte. Fie un element de suprafata de arie
40 ca in figura 1. Pe acest element se exercitd forta de suprafata dF, = p,do =-pndac,

in care P este vectorul tensiune, I presiunea hidrostatica, iar "= Versorul normalei
exterioare la elementul de suprafata. Se poate considera ca aceasta forta elementara este

aplicata in centrul de masa C al elementului de suprafatd 4o. Pentru intreaga suprafatd

inchisa 7 rezultanta fortelor de suprafata £, are expresia
F,={p,do=-ff piido. ©)

Intrucat fluidul este vascos, asupra elementului de suprafatd considerat se mai
exercita si forta de rezistenta dF . cauzatd de viscozitate. In ipoteza miscarii lamina-
re, pentru calculul acestei forte se poate admite legea deformarii liniare a lui Newton
pentru miscarea unidirectionald, potrivit careia forta de rezistentd care se exercitd in
planele de contact ale straturilor de fluid este direct proportionald cu derivatele vitezei
in raport cu directiile normale la aceste plane §i cu ariile suprafetelor de contact, adica

dF =1ii- ,u@do“ Pentru intreaga suprafatd inchisa forta de rezistentd vascoasa are
)7

expresia
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F,=fi p—do (10)

Figura 1. Element de fluid In migcare, solicitat de forte exterioare, superficiale, inertiale si
de rezistenta.

Fie acum un element de volum d$ si de masa dm = pd (figura 1). Aceastd masa
de fluid se deplaseaza cu viteza V si este supusa actiunii unei forte exterioare elementa-

dF., = pfd s, unde J}(fx, Sy fz)

re este vectorul de densitate al fortelor exterioare.

Pentru intregul volum lgfor‘;a exterioard este
Fext = jjjpfdg . (11)
g

~ Dv
Tot asupra elementului de volum d i9 actioneaza si forta de inertie dFi =-p Ed'g.

Pentru intregul volum g forta de inertie £, este
= Dv
F =- —d3. 12
o2 2

Intre cele patru forte care se exercita asupra elementului de fluid considerat se poate
scrie, in baza principiului lui d’Alembert, relatia vectoriala

_ mpgfdm I!jpde—ﬁpﬁda+£fﬁ-ﬂ;}do—:0 , -

care reprezinta forma integrald a ecuatiei de miscare a fluidelor vdscoase.
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Pentru a se obtine si forma diferentiald, este necesara transformarea integralelor pe
ov
suprafata inchisa ﬁpnd Osi [ﬂ n-p— 5 do  inintegrale de volum, aplicand formula
n

integrala a gradlentulul respectlv prima identitate integrala a lui Green [9]:
ﬁ;pndO':J.”Vde ; (14)
o 9
- yg—vda (Vi Vv VS = [[Vu-Vvds+ [ i 5 ds, (19
o n g 4 4

deoarece
2 2 2
Vi = a— 6_+6_2 (fvx+]'v +kvz)=
o> oyt oz !
(0%, 0, o - 52Vy 52\/}, 82\/. ~( 0%, 82\/ o*v
=1 »t s T |t Tt =t |tk > t—o T
ox oy oz ox oy oz 8x ay 0z
=V i +V, j+Vivk =V,
is), =viu, (7°5), =¥, () = v,

2.
datorita faptului ca ,unde ¥V 'V este

. e P . : V(vx,vy,vz) ,
operatorul lui Laplace in trei dimensiuni, aplicat functiei vectoriale , lar

viv. Vv, ooy?, N L
X, Vsl = operatorii monodimensionali ai lui Laplace.
Cu acestea, relatia (13) devine

m(p%—ppr—Vu-Vv—Wzﬁde=0. (16)
9

In relatiile (13) si (16) nu intervine nici un operator diferential inaintea integralelor
de volum sau de suprafata. in aceste conditii, volumul ¢ poate fi oarecare, coincizand la
timpul ! cu volumul considerat initial. Deoarece nu s-a facut nici o ipoteza cu privire la
miérimea volumului , se poate deci considera si cazul cand volumul 7 tinde citre zero.
Astfel, din (16) rezulta

D - -
pF‘;—pf+Vp—V,u-Vv—,uV2v:0, (17)

care reprezinta ecuatia generald de miscare a fluidelor vascoase incompresibile sau ecu-
atia completa Navier—Stokes.
Daci viscozitatea este invariabild, deci # = const si Vi =0,atunci ecuatia (17) se
simplifica si ia forma (4), specifica fluidelor vascoase incompresibile in miscare laminara.
La demonstratia ecuatiei Navier—Stokes s-a presupus ca toate functiile care deter-
mina si caracterizeaza miscarea laminara a fluidelor vascoase reprezintd functii continue
de coordonate si timp si sunt deci derivabile.
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CONCLUZII

In baza celor expuse mai sus, au fost trasate urmatoarele concluzii:

1. In ultimii doua sute de ani de cercetare in domeniul dinamicii fluidelor vascoase,
atentia cercetatorilor s-a orientat nu att asupra elaborarii unor metode simple si clare de
deducere a ecuatiilor Navier—Stokes, cat asupra rezolvarii lor. Acesta a si fost motivul
elaborarii unei metode noi de demonstratie, succedatd de o analiza succinta a principale-
lor metode de deducere a ecuatiilor clasice ale dinamicii fluidelor vascoase.

2. In literatura de specialitate contemporani, deducerea ecuatiilor dinamicii flui-
delor vascoase se face printr-un numar relativ mic de metode, cele mai cunoscute fiind:
metoda Saint-Venant—Stokes, metoda Milne-Thomson si metoda Motulevici. In ultimul
timp, se vehiculeaza ideea aplicarii metodei I1 a analizei dimensionale la deducerea ecu-
atiilor de miscare a fluidelor perfecte si vascoase, precum si a ecuatiilor continuitatii,
difuziei si conductiei termice.

3. Metoda alternativa de deducere a ecuatiilor Navier—Stokes propusa prin prezen-
tul studiu are la baza principiul lui d’Alembert si legea deformarii liniare a lui Newton
pentru miscarea unidirectionald. Pentru transformarea integralelor de suprafata in inte-
grale de volum, se aplica relatia integrald a gradientului si prima identitate integrala a
lui Green. Demonstratia matematica este axatd pe presupunerea ca toate functiile care
determind migcarea laminara a fluidelor vascoase reprezinta functii continue de coordo-
nate si timp.

4. Datorita simplitatii, originalitatii si rigurozitatii, metoda elaborata poate fi apli-
cata in procesul de predare a mecanicii fluidelor.
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