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Introducere

Radacinile adanci ale logicii isi au originea in vechea
antichitate. La inceput logica era mai mult un camp de compilatii
oratorice ale marilor filosofi decat o stiinta. Un mare adept al acestor
aplicatii ale logicii era Socrate (465-399 i.e.n.). Apoi Democrit (460-
370 1i.e.n.) incerca sa formuleze unele legi ale logicii, considerand ca
ele reflecta nu doar particularitatile gandirii, dar si, in primul rand,
proprietatile obiective ale lumii reale ce ne inconjoara. Chiar si Platon
(427-347 i.e.n.), care era oponent inversunat al lui Democrit, pretuia
logica ca un mijloc de cunoastere stiintifica. In scoala lui Platon,
pentru care erau caracteristice puritatea si justetea rationamentului
logic, s-a format marele Aristotel (384-322 i.e.n.), lucrarile caruia sunt
considerate apogeul filosofiei antice. Aristotel dezvolta logica ca
stiintd despre mijloacele de fundamentare a adevarului, de diferentiere
a adevarului si falsului. El considera ca legatura dintre rationamente
in procesul demonstratiei nu este arbitrara, ci este determinata de
relatiile dintre obiecte, evenimente si de aceea trebuie sa se supuna
unor legi, care sa nu depinda de dorintele ori dispozitiile oamenilor.

Spre deosebire de Democrit, Aristotel acorda atentie sporita
deductiei metodelor de obtine a consecintelor din premise, care
garanteaza veridicitatea concluziei cu conditia veridicitatii premiselor.
La astfel de metode se referd, de exemplu, silogismele, teoria carora a



fost construita de Aristotel cu o strictete comparabila doar cu strictetea
matematica.

Cu timpul, logica actuala este construita ca o stiinta deductiva
axiomatica. Adica, o serie de propozitii sau afirmatii, care se numesc
axiome, sunt acceptate, fiind puse la baza unor stiinte, fara a fi definite
si fara a fi demonstrate. Alte propozitii sunt introduse prin definitie,
fiind formate cu ajutorul unor procedee de definire, date cu ajutorul
primelor propozitii.

Dupa parerea ilustrului matematician David Hilbert, metoda
axiomatica permite sa sesizam cu adevarat esenta gandirii stiintifice si
aceasta este, de fapt, metoda matematica. Prin urmare, metoda
axiomatica descrie in mod explicit organizarea interna a unei stiinte,
punand in evidenta toate categoriile de obiecte si propozitii care apar
in cadrul stiintei respective si motivele in virtutea carora ele sunt
acceptate.

in logica se considera ca propozitiile sunt in afard de orice
continut, vide de orice substantd. Obiectele unei asemenea logici
reprezintd doar niste simple simboluri sau niste litere majuscule A, B,
C,..,Fs, Gy, Hyp, ... . Propozitiile si legaturile logice dintre aceste
propozitii exprima relatiile dintre aceste simboluri si aceste relatii sunt
exprimate tot simbolic.

Propozitiile se leaga intre ele, formand fraze, numite formule.
Astfel de formule sunt forme logice pure, in care continutul lor nu
apare in niciun fel. Utilizarea simbolurilor permite sa se transforme
unele formule in altele, ceea ce este un calcul logic, asemanator
calculului algebric.

Interesul pentru logica a crescut treptat si putem afirma ca in
prezent numarul celor care se intereseaza de aceasta disciplina este in
crestere. La interesul teoretic pentru logica se adauga si interesul
practic pentru aceasta disciplind al inginerilor si al tehnicienilor. Acest
interes se datoreaza faptului ca logica se aplica in proiectarea
circuitelor cu contacte si relee, precum si a circuitelor electronice.
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Logica isi gaseste in prezent 0 aplicare si in acel capitol al
lingvisticii matematice in care se studiaza traducerea automata,
precum si in teoria codurilor, care serveste drept punte de legatura
intre lingvistica matematica si telemecanica. Un alt aspect al
problemei in cauza este importanta crescanda a rezultatelor obtinute
in urma cercetarilor din teoria algoritmilor, precum si interesul unor
cercetatori in care logica este legata de algebra moderna.

In lucrarea de fata se cerceteaza numai logica clasica sau logica
bivalenta. In aceasta logici orice propozitie este adevarati sau falsa si
nu poate fi in acelasi timp adevarata si falsa, adica se indeplineste
principiul excluderii celui de-al treilea (tertului) si principiul
contradictiei.

Notele de curs sunt structurare in trei capitole. In primul capitol
sunt expuse principalele rezultate cu referire la calculul propozitiilor.
Capitolul doi face o prezentare a algebrei predicatelor, iar capitolul
trei se focuseaza pe calculul predicatelor. Fiecare dintre acestea
contine exemple practice si exercitii pentru lucrul individual.

Lucrarea este directionatd spre formarea competentelor
specifice disciplinei Logica Matematicd si Teoria Multimilor la
studentii de la specialitatile de Informatica, Informaticd Aplicata si
Tehnologii Informationale de la facultitile: Matematica si
Informatica; Fizica si Inginerie.
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Capitolul 1
Calculul propozitiilor

1.1 Descrierea simbolurilor si definirea formulelor
calculului propozitiilor

In scopul construirii formulelor in calculul propozitiilor, vom
folosi trei categorii de simboluri:

1. Pentru notarea variabilelor propozitionale si formulelor, vom
utiliza literele majuscule latine (posibil si indexate) 4, B, C, ..., X, Y,
Z,As, By, ...

2. Pentru notarea simbolurilor conectorilor (legaturilor) logici,
vom utiliza, respectiv.: & — conjunctia (se mai noteaza: A),
Vv — disjunctia, = — negatia (=4 sau A) si - — implicatia (sau D,).

3. Pentru notarea simbolurilor auxiliare, vom utiliza parantezele,
care pot fi rotunde (, ), patrate [, ] sau figurate {, }.

Alte categorii de simboluri in calculul propozitiilor nu vom
utiliza. In cazul implicatiei A — B vom spune ca A este ipotezd, iar
B — consecinta.

Formulele calculului propozitiilor se formeaza dintr-o multime
finita de simboluri din aceste trei categorii. Astfel de consecutivitati
din aceste simboluri pot fi cercetate in calitate de cuvinte, scrise in
alfabetul ce consta din multimea simbolurilor sus-numite.

8



Nu orice cuvant ce constd din simbolurile cercetate este formula.
Definitia completd a formulei are un caracter recursiv: se indica
formulele initiale, iar apoi regulile ce pot fi aplicate la construirea
noilor formule.

Definitia formulei calculului propozitiilor

I. Variabilele propozitionale notate prin litere latine majuscule
sunt formule, pe care le vom numi formule elementare.

II. Daca F si G sunt formule, atunci cuvintele de tipul: F&G, F v
G,F - G, =F, (F) sunt la fel formule.

I11. Toate formulele calculului propozitiilor se obtin doar in baza
acestor reguli.

Exemplul 1.1.1. Urmatoarea expresie (cuvant) este formula:
(—A&(A - B)) > (AV —=B), iar expresiile de forma &4, AV -,
A&B -V nu sunt formule.

Partile componente ale formulelor le vom numi subformule. De
exemplu, formula (wA&B) — C are 6 subformule, si anume: A, B, C,
-4, =A&B si =(A&B) = C.

Din multimea tuturor formulelor calculului propozitiilor
evidentiem initial 0 submultime de formule, pe care le vom considera
ca formule adevarate si le vom numi axiome.

1.2 Axiomele calculului propozitiilor

Urmatorul pas in descrierea calculului propozitiilor este
evidentierea unei clase de formule, pe care le vom numi formule
deductibile in calculul propozitiilor. Definitia formulelor deductibile
are la fel un caracter recursiv, asemanator definitiei formulelor. La
inceput se definesc formulele deductibile initiale, iar apoi se indica
regulile ce ne permit sd obtinem din acestea noi formule deductibile.
Astfel de reguli le vom numi reguli de deductie, iar formulele initiale
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le vom numi axiome. Procesul de construire a formulelor deductibile
din axiome, in baza regulilor de deductie, 11 vom numi deductia
formulei date din axiome.

Dacda o formula a calculului propozitillor B se obtine in
rezultatul deductiei din formula A, aceasta se noteaza prin A + B,
unde + este semnul deductiei.

Axiomele calculului propozitiilor le vom imparti in patru grupe:

I. Axiome ce contin numai implicatia,

II. Axiome ce contin numai implicatia si conjunctia,

III. Axiome ce contin numai implicatia si disjunctia,

IV. Axiome ce contin numai implicatia si negatia.

Axiomele calculului propozitiilor

L (=)
1. A-(B-4)
2. (A-B-0))-((A-B)>(A-0)

. (=&
1. A&B = A
2. A&B - B
(A->B) > [(4-C) - (A~ (B&D))]
. (=,v)
1. A-AVB
2. B> AVB

3. A-C0)~>[B-0C)-((AvB)-C)]
V. (—>, —l)

1. A- A
2. A- A
3. (A->B)->(B-A4)
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Axioma 2 din grupa I11 o vom nota prin (111.2), iar axioma 3 din
grupa Il — prin (I1.3). In mod analogic vom folosi notatiile respective
si pentru celelalte axiome. De exemplu, axioma (IV.3) va fi formula
(A-> B) - (B - A).

1.3 Regulile de deductie in calculul propozitiilor

In calculul propozitiilor vom avea doui reguli principale (de
bazd) de deductie:

1) Regula substitutiei care consta in urmatoarele:

Fie F(Ay,A,,...,A4,) o formula deductibila in calculul
propozitiillor ce confine formulele elementare A;,A4,,...,4,.
Substituind subformula A; (pretutindeni unde ea se intalneste) cu
formula arbitrara B, obtinem F (B, A,, As,...,A,), care este la fel o
formula deductibila.

Vom nota deductia prin

SBF(Ay, Ay, ..., Ap) F F(B, Ay As, ..., Ay).
Regula substitutiei poate fi generalizata, adica in formula
F(A1,A,,...,A,) care depinde de variabile propozitionale

A4, Ay, ..., A, se pot efectua concomitent mai multe substitutii: S Bip ,
n Ay

Sp2F, ., S,™F, unde 1 < m < n, iar in rezultat se va obtine la fel o

formula deductibila F(By, By, ..., By, Amsts -0 An)-

Remarcam faptul cd pot fi substituite numai formulele
elementare, in timp ce formula cu care se substituie este arbitrara
(inclusiv nedeductibild).

Exemplul 1.3.1. Daca in axioma (I1.3) substituim variabila
propozitionald A cu B — C, obtinem

SECAL3) F((B->C)-B)->[(B-C)-C) -
- ((B - €) » (B&D))]-
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2) Regula Modus Ponens (M.P.). Daca formulele F si (F = G)

sunt deductibile, atunci si formula G este la fel deductibild. Vom nota:
F,F-

G
sau M.P. (F,F - G) + G.

Remarcam faptul ca pentru a aplica regula M.P. este necesar sa
avem doud formule F si F — G, care ambele sa fie deductibile si
atunci rezulta ca si formula G este la fel deductibila. Subformula F in
F — G se numeste ipotezq, iar G — consecinta.

Astfel, indicand axiomele si regulile de deductie, obtinem
notiunea completd de formula deductibila in calculul propozitiilor.
Aplicand regulile de deductie la axiomele date, putem construi noi
formule deductibile in calculul propozitiilor.

Definitia 1.3.1. Vom numi sir de deductie orice sir de formule
Fi, F,,..., E, care poseda urmatoarea proprietate: fiecare formula F;
(i = 1,—n) din acest sir sau este axiomd, sau se obtine din unele
formule precedente din acest sir in baza regulii substitutiei sau M.P.
Se spune ca formula F este deductibild in calculul propozitiilor, daca
exista un astfel de sir de deductie Fy, F,, ..., F,, astfel incat F,, = F. In
acest caz, vom scrie: + F.

Sa cercetam in continuare un exemplu concret.

Exemplul 1.3.2. Vom arata ca formula (A - B) = (A - A) este
deductibila in calculul propozitiilor.

La primul pas efectudm urmatoarea substitutie:
1)SE12)F(A-> (B ->4) - ((A->B) - (4~ 4)).
Deoarece ipoteza din ultima formulda A — (B — A) coincide cu

axioma (I.1), atunci putem aplica regula M.P. la aceasta axioma si la
formula obtinuta la pasul 1), obtinand in final la pasul doi:

A-(B-A4),(A->(B-4))-((4-B)-(4-4))
(A-B)—(A-A)
12
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Astfel, obtinem ca formula (A = B) = (4 = A) poate fi dedusa
din axioma (1.2), efectuand la primul pas substitutia respectiva, iar
la pasul 2) aplicam M.P. la axioma (I.1) si la formula obfinuta la
pasul 1).

In calculul propozitiilor sunt valide si alte reguli derivare. Sa
ludm cunostinta de cateva dintre ele.

Regula Modus Ponens Generalizata (M.P.G.) Poate fi aplicata
pentru formule de forma A; = (4, =» (43 = (... (4, = L)...))) si
poate fi formulata astfel. Daca formulele A4, A,,..., A, si formula
A - (A, > (A3 = (... (A, = L)...))) sunt deductibile, atunci si
formula L este la fel deductibila.

Aceastd afirmatie poate fi demonstratd usor prin aplicarea
consecutiva a regulii M.P. de mai multe ori.

Intr-adevar, daci formulele A; si A; - (4, ~ (43 >
(-..(4, = L)...))) sunt deductibile, atunci, conform regulii M.P.,
este deductibila si formula A, - (43 = (...(4, = L)...)). Dar,
deoarece sunt deductibile formulele A, si A, = (A3 = (... (4, =
L)...)), rezulta ca este deductibild si formula Az — (... (4, = L)...).
Rationand 1n acelasi mod consecutiv pentru fiecare formula din sirul
Az, Ay, ..., Ay, se poate demonstra ca formula L este la fel deductibila.

Regula Modus Ponens Generalizatd poate fi scrisd schematic
astfel:

AL Ay, A A > (A5 (A3 (..(A4p > L)L)
7 :
Regula Modus Tollens: Regula de inferenta (M.T.) spune ca

inferenta A — B spre B implicd faptul ci A este validd (sau
deductibila):

M.P.G.

A-B,B
T. e

A

Exemplul 1.3.3. Sa demonstram ca are loc relatia - A- A
13



Vom prezenta sirul de deductie sub forma de pasi, indicand
initial regulile aplicate la fiecare pas:

1) S574(IV.3) k (4 > ——4) - (A - A).
2) M.P.(IV.1), (1) - 4 - A.

Remarcam faptul ca aceeasi formuld A — A poate fi obtinuta printr-
un singur pas. Si anume:

1) S7A(IV.2) - 4 - 4.

Legatura dintre calculul propozitiilor si algebra propozitiilor
este redata in urmatoarea teorema.

Teorema 1.3.1. O formula este deductibila in calculul propozitiilor,
daca si numai daca ea este identic adevarata in algebra propozitiilor.

1.4 Teorema deductiei in calculul propozitiilor

In multe cazuri ne intereseaza deductia nu doar din axiome, dar
si dintr-o lista de formule care se adauga la aceste axiome.

Vom defini deductia dintr-o lista datd de formule, pe care le
anexam la cele patru grupe de axiome.

Fiel = {A4,4,,...,Ay} o lista de formule arbitrare.

Definitia 1.4.1. Vom spune ca formula B se deduce din lista de
formule T, daca exista un sir de formule By, B, ..., B, incdt ultima
formula din acest sir B, = B, iar fiecare formula B; din acest sir sau
este axiomd, sau este din lista T, sau se obtine din formulele B; si By,
unde k,j < i in baza regulilor de deductie (substitutie sau M.P.). In
acest caz, vom scrie I' + B, iar sirul de formule By, B,,..., B, Se
numeste deductia formulei B din listaT.

Pentru cazul particular m = 0 (adica, I' = @), vom scrie @ - B
sau simplu + B, intelegandu-se ca B se deduce numai din axiome.
De exemplu: {F,F - G,G - L} F,F - G,G,G > L, L.

14



Teorema 1.4.1. In calculul propozitiilor poate fi dedusd formula
A - A, adica+ A - A.

Demonstratie. Vom construi deductia formulei date pe pasi, indicand
la fiecare pas regula folosita, iar in paranteze vom indica formula la
care se aplica regula data.
1) S~A12)F[A-((A-4)->C)]-
> [(A-A-4)-@A-0)]
2) S F[A-(A-A)->4)]-
S [(A-A4-4)-@A- 4]

3)SHAL 1D FA- ((A- A) - A).
H)M.P.(3),(2)F(A-> (4> 4) - (4- A).
5) SA(1.1) - A - (A = A).

6) M.P. (5),(4) - A - A.

Teorema este demonstrata. O

In unele cazuri, deductia din axiome in baza regulilor de
deductie poate fi efectuatd mai simplu, demonstrand in prealabil asa-
numita teorema deductiei. Aceastd teorema ne permite sa deducem
formule in calculul propozitiilor printr-o metoda mai simpla decat
deductia lor nemijlocitd din axiome in baza regulilor de deductie.

Teorema 1.4.2. (Teorema deductiei) Daca I este o lista de formule,
iar A si B sunt aga formule pentru care are loc relatia T', A + B, atunci
vomaveal + A4 — B.

Teorema 1.4.3. (Teorema inversa a deductiei) Daca in calculul
propozitiilor formula A — B este deductibila din lista de formule T
(adica, T - A = B), atunci din lista de formule T" si din formula A este
deductibila formula B (deci: T', A + B).

Demonstratia Teoremelor 1.4.2 si 1.4.3 poate fi gasita in [1].
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Teorema 1.4.4. (Teorema generalizata a deductiei) Daca in
calculul propozitiilor formula A poate fi dedusa din lista de formule
{Cy,Cs,...,C}, atunci are loc relatia:
{C,Cy,...,CL}HA
FC - (Cp > (C5-...(C > A)...))

Demonstratie. Vom nota prin H; multimea formulelor
Hk - {Cl' Cz, seay Ck}.

Conform conditiei, formula A este deductibila: H, - A sau
Hy_4,C, F A. Atunci, in baza teoremei deductiei, este adevarata
afirmatia Hy_; + C;, - A. Deoarece Hj_; = {Hy_,, Cr_1}, atunci
este adevarata afirmatia Hy_,, Cy_1 + C;, = A.

Utilizand din nou teorema deductiei, vom obtine:

Hy—3 F Cy—q = (G = A).
Aplicand aceasta procedura de k ori, vom ajunge la afirmatia:
Hy=0FC, = (C; = (C3->...(C, = A)...)).
Dar din multimea vida sunt deductibile doar formulele deductibile,
adica:
FC; = (C; = (C3-...(C = A)...)).

FCHA
FC—A

In caz particular pentru k = 1, evident vom avea:

1.5 Regulile principale de deductie in calculul
propozitiilor

Consideram doud multimi de formule deductibile in calculul
propozitiilor — I' i A. Se va nota in continuare prin I, A reuniunea lor,
adici L,A=TUA. In caz particular, dacd multimea de formule A
contine doar o formula C, atunci vom scrie reuniunea I' U {C} in forma
T,C.
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Vom analiza regulile principale de deductie.

I'-A
"TAFA
Aceasta regula rezultd nemijlocit din definitia de deductie
dintr-o multime de formule.
I'CHATHC
1. T
Demonstratie. Deoarece, conform conditiei, din multimea de
formule T, C este deductibila A, atunci existd un sir de deductie din
lista I, C, in care ultima formula va fi A: By, B,,..., Bx_1, A.
Intrucat, conform conditiei, din mulfimea de formule I' este

deductibila formula C, atunci exista un sir de deductie din lista I, in
care ultima formula va fi C: Cy, C5, ..., Cp, C.

Daca in primul sir de deductie lipseste formula C, atunci ea este
o formulad deductibila doar din T' si rezulta ca din multimea I' este
deductibila formula A.

Daca in primul sir de deductie una dintre formule este formula
C (fie formula B;), atunci vom include intre formulele B;_; si B¢
sirul de deductie C;,C,,...,C,,, C. In rezultat vom obtine un sir de
deductie din multimea I":

By,By,....,Bi_1,C1,Csr o) Cony C Bisq. .., Br_q, A.

Asadar, formula A este deductibild din I O
ILCHA4;A-C
[AFA

Demonstratie. Deoarece din T, C + A, atunci din prima regula
de deductie rezulta I', A, C + A. Dar intrucéat are loc A - C, atunci din
prima regulad de deductie I', A + C. Folosind regula II de deductie, vom
obtine I', A - A. O

I'CHA
'C—A
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'-C—-A
ILCHA"
I'ATI'B
THA&B
Demonstratie. Conform conditiei, I' - A, ' - B. Avand in
vedere faptul ca {4, B} + A&B si utilizand regula I de deductie a
formulelor, se poate scrie: T, A, B + A&B,sil,A - B. Acum, aplicand
regula I de deductie, din ultimele doua relatii vom obtine in cele din
urma [, A + A&B.
La fel, conform regulii II de deductie, din relatia ' - A si din

V. Teorema inversa a deductiei

VI. Regula Introducerii Conjunctiei:

ultima relatie se va obtine I' - A&B.
IA-C,I',B+-C
I''AVBLC
Demonstratie. Din conditie avem I', A + C, T', B  C. Conform
teoremei deductiei rezulta:
'A-C, '-B-C. (1.1)

VII. Regula Introducerii Disjunctiei:

VVom aplica axioma (IIL. 3). Ea este deductibild din multimea I’
ca formula deductibila, adica:

FI—(A—)C)—)[(B—)C)—)((AVB)—)C)]. (1.2)

Aplicand la formulele (1.1) si (1.2) regula M.P. generalizata,
vom obtine:

'HFAVB-C.
Utilizand acum regula V de deductie, vom avea: I, AV B + C.0
1.6 Aplicatiile teoremei deductiei. Regulile derivate de
deductie in calculul propozitiilor
Teorema 16.1. - (A > B) > ((B - C) » (4 - 0)).

Consecinta 1.6.1. Din formula obtinuta in Teorema 1.6.1, alaturand
formulele A - B §i B — C, putem aplica de doud ori M.P. §i obtinem
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formula A — C. Astfel, obfinem Regula Silogismului (R.S.), care
poate fi scrisa in modul urmator:
+FA-B,FB—-C
FA-C

Aceasta reguld poate fi generalizata astfel: daca avem un sir de
formule deductibile A - B,, B, » B,, ..., B, — C, atunci este
deductibila si formula A — C. Astfel, obtinem Regula Silogismului
Generalizata (R.S.G.), care poate fi scrisd in modul urmator:

+A-B,B;—>B,,....+B, > C
FA-C '

Teorema 1.6.2. - (A—> (B—>C)) - (B> (4- 0)).

R.S.G.

Consecinta 1.6.2. Daca la formula obtinuta in Teorema 1.6.2
alaturam formula A - (B — C), atunci putem aplica regula M.P. §i
obtinem o noud reguld, care poartda denumirea de Regula
Transpunerii (sau Transpozitiei) Ipotezelor (R.T.1.), ce poate fi
scrisd astfel:

FA—(B—C)

R.T.I. .
FB—(A—C)

in formula A —» (B — C) formulele A si B se consideri ipoteze.
Ele fiind transpuse (adica, schimbate cu locul), se obtine, la fel, o
formula deductibila.

Teorema 1.6.3. - A > (B - (A&B)).

Consecinta 1.6.3. Din Teorema 1.6.3 rezultd Regula Conjunctiei
Formulelor (R.C.F.), care suna in felul urmator: daca doua formule
A si B sunt deductibile, atunci conjunctia lor A&B la fel este
deductibila. Se scrie astfel:

RCFI—A,I—B
TR A&B
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Din axiomele (II.1) si (I1.2) rezulta si regula inversa: Regula
Despartirii (Separarii) Formulelor (R.D.F.), pe care o vom scrie
astfel:

+ A&B
F. ———.
HA B
Aceasta regula semnifica urmatorul fapt: daca conjunctia a doud

formule este deductibila, atunci si fiecare formula separat la fel este
deductibila.

Teorema 1.6.4. - (A - (B - C)) - ((A&B) - C).

Consecinta 1.6.4. Daca aplicam la formula A - (B = C) si la
formula obtinuta in Teorema 1.6.4 regula M.P., obtinem o noud
reguld — Regula Conjunctiei Ipotezelor (R.C.1.), care poate fi scrisa
astfel:

FA—- (B-C)
- (A&B) > C
Pentru R.C.F. precizam ca in formula A - (B - (), formulele

A si B se considerd ipoteze. Conform acestei reguli, formula
nou-obtinutd, in care noua ipoteza este conjunctia celor doua ipoteze

R.C.I.

A&B, la fel este formula deductibila in calculul propozitiilor.
Teorema 1.6.5. - ((A&B) > C) - (A - (B - ©)).

Consecinta 1.6.5. Daca aplicam la formula (A&B) — C si la formula
obtinuta in Teorema 1.6.5 regula M.P., obtinem Regula Despadrtirii
(sau Separarii) lpotezelor (R.D.1.), pe care o vom scrie astfel:

- (A&B) - C

R.D.I. :
FA—->(B-C()

Regula R.D.I. este opusa pentru R.C.1., adicd ipoteza compusa
A&B poate fi divizata in doua ipoteze simple A si B, iar in consecinta
obtinem la fel o formula deductibila.
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Consecinta 1.6.6. Daca aplicam la formula A = B si la axioma (IV.3)
regula M.P., obtinem Regula Inversdrii (de Inversie) (R.1.), pe care
0 putem scrie astfel:
FA—-B
"YESa
Regula Inversarii spune ca ipoteza si consecinta din - A - B
pot fi schimbate cu locul, astfel se obtine o noua formuld deductibila
(cu conditia ca se adauga negatie la fiecare dintre ele).

Demonstratia Teoremelor 1.6.1-1.6.5 este data in [1].

Teorema 1.6.6. In calculul propozitiilor are loc regula excluderii
dublei negatii, care poate fi formulata astfel:
a) Daca este deductibila formula A — §, atunci este deductibila
si formula A - B:
FA-B
FA->B
b) Daca este deductibild formula A — B, atunci este deductibild
si formula A - B:
FA-B
FA- B
Pentru a demonstra aceste reguli, se aplicd axiomele (IV.1),
(IV.2) si regula silogismului. Demonstratia raiméne un exercitiu pentru
cititor.

Teorema 1.6.7. In calculul propozitiilor are loc urmdtoarea reguld:
FA- (A- B).

Demonstratie. Vom efectua doud substitutii in axiomele (I.1) si

(IV.3): SB(1.1) si Sf g‘l(lv. 3). In rezultat vom obtine urmitoarele
formule deductibile:

FA— (B—-A),F(B—-A) - (4d-B).
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Din ultimele doua formule, conform regulii silogismului (R.S.),
rezulta:

FA- (A- B).
Utilizand regula conjunctiei ipotezelor (R.C.I), vom obtine:
- A&A > B.
Aplicand regula excluderii dublei negatii, vom avea:
- A&A - B.

In final, vom aplica regula descompunerii ipotezelor (R.D.1) si
vom obtine formula din teorema.

1.7 Formule echivalente. Teorema echivalentei

Expresia de forma (A — B)&(B — A) o vom nota A ~ B.
Simbolul echivalentei (~) nu este simbol al calculului propozitiilor,
dar se utilizeaza numai pentru prescurtarea formulei date.

Exemplul 1.7.1. Sa demonstram ca in calculul propozitiilor are loc

relatia: - A ~ A.

Intr-adevar, in virtutea axiomelor (IV.1) si (IV.2), avem relatiile
FA—>A si HA— A. Aplicand la aceste relatii R.C.F., obtinem:
F(A-> A)&A - A),adica- A ~ A.

Definitia 1.7.1. Vom spune ca formulele A si B sunt echivalente in

calculul propozitiilor, daca in calculul dat poate fi dedusa formula
A ~ B, adica are loc relatia - A ~ B.

Remarca 1.7.1. Orice doua formule care pot fi deduse in calculul
propozitiilor sunt echivalente intre ele.

Intr-adevar, fie - A si - B. In acest caz, putem afirma ca au loc
relatiile B + A si A + B. Aplicand teorema deductiei si considerand
[' = @, din ultimele relatii vom avea - B = A si H A = B. Aplicam
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la ultimele formule deductibile regula conjunctiei formulelor (R.C.F.)
si obtinem: + (A - B)&(B - A)=A~B

Exemplul 1.7.2. Sa demonstram ca in calculul propozitiilor poate fi
dedusa formula (A&B) ~ (B&A). Vom demonstra la inceput ca au loc
relatiile:

a) F (A&B) - (B&A),
b) F (B&A) - (A&B).

Apoi la aceste relatii vom aplica R.C.F. si vom obtine
echivalenta necesara.
Demonstratia o vom efectua prin urmatorii pasi:

1) SA#B(11.3) + ((A&B) - B) - [((A&B) - C) -
- ((A&B) - (B&0))].

2) M.P. (11.2), (1) + ((A&B) - C) - ((A&B) - (B&0)).

3) S&(2) + ((A&B) — A) - ((A&B) - (B&A4))

4) M.P. (11.1), (3) + (A&B) — (B&A).

5) Sy (4) + (B&A) > (A&B).

6) R.C.F. (4), (5) + ((A&B) — (B&A))&((B&A) - (A&B)) =
= (A&B) ~ (B&A).

La fel, se poate de aratat ca in calculul propozitiilor are loc
relatia = (AV B) ~ (B V A)] (demonstratia se propune cititorului).

Teorema 1.7.1. (Teorema echivalentei) Fie C o subformula a
formulei U, adica U(C) si fie By ~ B,. Atunci formulele U(B;) si
U(B,) ce se obtin din formula U prin inlocuirea (substituirea)
aparitiilor subformulei C cu formulele B; si B, sunt de asemenea
echivalente. Cu alte cuvinte, are lor urmatoarea relatie:

+ (By ~ By) » (U(By) ~ U(By)). (1.3)
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Demonstratia Teoremei 1.7.1 poate fi gasitd in [1].

1.8 Teoremele principale de deducere a formulelor in
calculul propozitiilor

Vom utiliza in continuare simbolul A, pentru notarea unei
formule arbitrare deductibile, adica - A, iar prin Ay vom nota o

formula pentru care + fff. Cu alte cuvinte, daca vom intdlni simbolul
A, (sau Ay), atunci vom considera c¢d A, (sau /Tf) este o formula

arbitrara deductibila in calculul propozitiilor.
Teorema 1.8.1. - B = A,.
Demonstratie.
1) SH9(1.1) F Ag = (B = Ag).
2)M.P. (A), (DB - A,.
Teorema este demonstrata.

Teorema 1.8.2. - Ar > A.

Demonstratie.
1) S{2(IV.3) - (A — Ag) = (4, — A).
2)SE(B->A)+A- A,
AMP.(2), (1) FAr > A. (Amintim ci A, = Af).
4)SE(3) F A - A.
5)R.S.(4),(IV2) - Af > A

Teorema este demonstrata.

Teorema 1.8.3. - A&A — Ap.

Demonstratie.

1) SHe(L1) - A - (4, = A),
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2) Spa(1V.3) F (4, > A) > (A > Af), (deoarece 4, = Ay),
3)RS. (1), QA - (A— Ap),
4)R.C.I. (3) - (A&A) = Af

Teorema este demonstrata.

Teorema 1.8.4. In calculul propozitiilor sunt deductibile urmdtoarele
formule:

1) +(A~A) ~A.

2) F(A~4)~A

3) FAVA.

4) F(A~A)V (A~ Ap).

Demonstratia Teoremei 1.8.4 poate fi gasita in [1].
Sa analizam si doud exemple.

Exemplul 1.8.1. Sa demonstram ca in calculul propozitiilor are loc
relatia - A&B —» AV B.

Vom efectua o substitutie in axioma (I11.3):
A->0C)-[B-0C)-((AvB)-C)],
si, substituind in loc de € formula A&B, vom obtine:
- (A— A&B) - (B » A&B) > ((AVB) » A%B)|.  (1.4)
Din axiomele (II.1) si (I1.2) avem:
+ A&B - Asi+ A&B - B.
Aplicand la ultimele doua reguli legea inversiei, vom obtine:
A - msi + B —> A&B.
Aplicand la ultimele doua relatii regula excluderii dublei negatii, vom

obtine:
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FA— A&Bsi+ B - A&B.

In continuare vom aplica repetat de doud ori regula M.P. pentru
formula (1.4) si ultimele doua formule deduse, astfel vom obtine

+(AVB) - A&B.

Aplicand la ultima formuld regula inversiei, apoi regula excluderii
dublei negatii, vom obtine: A&B - AV B. O

Exemplul 1.8.2. Sa demonstram ca in calculul propozitiilor este
deductibild formula - Av B — A&B.

Vom efectua o substitutie dubla in axioma (11.3): in loc de A vom
substitui A si in loc de B vom substitui B. Apoi in formula obtinuti
vom substitui in loc de € formula 4 vV B. Formula obtinuti o notim
prin (*). In continurare se va face o substitutie in axioma (1V.3), in loc
de B formula A v B, apoi, aplicand regula silogismului, se va deduce
prima subformuld obtinutd din axioma (11.3): FAVB —» A (**).
Similar se va demonstra si formula: - AV B - B (***). Apoi se
aplicd regula M.P. pentru cele trei formule (*), (**) si (***).
Demonstratia completd raméne un exercitiu pentru cititor.

1.9 Relatia dintre algebra propozitiilor si calculul
propozitiilor

Formulele din calculul propozitiilor pot fi interpretate ca
formule in algebra propozitiilor. Pentru a face acest lucru, vom trata
variabilele calculului propozitillor ca variabile ale algebrei
propozitiilor, adicd variabile in sens semnificativ, ludnd doud valori:
adevarat si fals (0 sau 1).

Operatiile &,V,— si = le vom defini in acelasi mod ca si in
algebra propozitiilor. In acest caz, orice formuld a calculului
propozitiilor pentru orice variabila inclusa in aceasta va lua una dintre
valorile 1 sau 0, calculate conform regulilor algebrei propozitiilor.
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Vom introduce conceptul semnificatiei unei formule a
calculului propozitiilor.

Fie A — formula din calculul propozitiilor; X4, X,,..., X, sunt
variabile care nu coincid doua cate doua, printre care se afla toate
variabilele care sunt incluse in formula A. Vom nota prin
aq, g, ...,y cortegiul de valori pentru aceste variabile, care constau
din 0 si 1, de lungime n. Evident ca vectorul a4, @5, ..., a, vaavea 2™
valori.

Vom determina valoarea formulei A pentru unul dintre aceste
cortegii de valori ale variabilelor, notind aceasta valoare prin
Ralaz...an(A):

1. Daca pentru formula A subformula ei de cea mai mare
adancime este X;, atunci Ry, o, ., (Xi) = a;.

2. Daca sunt determinate valorile pentru toate subformulele de
adancimea k + 1, atunci subformulele de adancimea k, care se obtin
in rezultatul operatiilor A;&A;, A; V A;, A; = 4;, A;, vor avea valorile:

Ra,..a,(Ai&4;) = Ry, a,(A)&Rq, . a, (4)),
Ry, .a,(AiV 4;) =Ry, a,(A) V Ry, ., (4)),
Ry, .a,(Ai = Aj) = Ry, o, (A) = Ry, .a,(4)),
Ra,..an(Ak) = Ra,..ay (Ar).

Spre exemplu, formula X; v X, - X,&X; pentru cortegiul de
valori (0,1,1,0) ale variabilelor X;,X,, X3, X, va avea valoarea
Ro110(X1 V X, = X,&X3) = 1.

Intr-adevar, aceasta formuli are subformula X; vV X, — X,&X;,
care este de adancimea 1,

X1, X4, X,&X3 — subformulele de adiancimea 2,
X4, X,, X3 — subformulele de adancimea 3,

X3 — subformula de adancimea 4.
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De aici rezulta:

Ro110(X3) =1, R0110(X3) =X;=0,
Ro110(X2) =1, Ro110(X4) = 0,
Ro110(X2&X3) = Ro110(X2)&R0110(X3) = 0,
R0110(X4) = m =1, Ro110(X1) = 0,
Ro110(X1 V X4) = Ro110(X1) V Ro110(Xs) = 1,

R0110(X2&X3) = R0110(X2&X3) =1,
R0110(X1 VX, > XZ&X3) = Ro110(X1 V X,) =

= Ro110(X2&X3) = 1.

Vom formula in continuare trei teoreme care stabilesc legatura
dintre problemele de bazd ale algebrei propozitiilor si calculul
propozitiilor.

Teorema 1.9.1. Fiecare formula deductibila in calculul propozitiilor
este o formula identic adevarata in algebra propozitiilor.

Demonstratie. Pentru a demonstra aceastd teoremd este necesar a
demonstra trei afirmatii:

1) Fiecare axiomd din calculul propozitiilor este o formula
identic adevarata in algebra propozitiilor.

2) Regula substitutiei, fiind aplicata pentru formule identic
adevarate, conduce la formule la fel identic adevarate.

3) Regula Modus Ponens (M.P.), fiind aplicata pentru formule
identic adevarate, conduce la fel la formule identic adevarate.

1) Identitatea adevarului axiomelor in calcul propozitiilor
poate fi verificata prin enumerarea tuturor valorilor posibile ale
variabilelor incluse in ele, adica folosind tabele de adevar, care au
forma:

a) pentru axiomele care contin o singura variabila:
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A IV.1 IV.2

0 1 1
1 1 1
b) pentru axiomele care contin doua variabile:
A B L1 ] IL1 | I.2 [.1| 1ML2 1IV.3
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
C) pentru axiomele care contin trei variabile:
A B C [.2 I1.3 II.3
0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2) Pentru a demonstra conditia a doua referitoare la regula
substitutiei, vom demonstra mai intai urmatoarea afirmatie.

Fie X;,X,,..., X, X o lista de variabile, care contine toate
variabilele incluse in formulele A si B si fie @y, a5, ..., a,, a un set
fixat de valori format din 0 si 1. In acest context, dacd

Demonstragia afirmatiei se face prin inductie, tindnd cont de
constructia formulei.
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a) Fie A este variabila X;, care este diferita de x. Atunci
Ralaz...ana(Xi) = o, S}?(Xi) =X
Ra1a2 ana(SX (A)) au aLa;.. anﬁ(A) = oy,
adica afirmatia lemei este adevarata.
b) Fie A este variabila X. Atunci substitutia SZ(A4) ne va da
formula B si
Ralaz...ana(s)lg(A)) = Ralaz...ana(B) =B,

adica afirmatia lemei este adevarata.

c) Fie acum formula A are forma A; * A, si pentru formulele A,
si A, afirmatia lemei este adevaratd. Atunci putem demonstra ca
formula A este adevarata prin sirul de echivalente:

Ralaz...ana(s)lg (A)) = Raelaz...acna(S)l(3 (A1 x A3)) =
= Rayay..ana(S¥ (A1) * SZ (42)) =
= Ralaz...ana(s)lg (A1)) * Ralaz...ana(s)? (Az)) =
= Ralaz...anﬁ(Al) * Royay..anp (42) =
= Ralaz...anﬁ(Al *Ay) = Ralaz...anﬁ(A)-

Analogic se face demonstrarea lemei in cazul in care formula A
are forma 44, c.t.d.

Sa demonstram acum a doua conditie a teoremei.
Fie A — formula data, X este variabila, iar B orice formula din

calculul propozitiilor. Daca A este o formula identic adevarata,
atunci si SE (A) este la fel o formuld identic adevarata.

Demonstratie. Fie X1,X,,...,X,, X — lista completa de variabile din
formulele A si B. Trebuie de aratat ca pe toate cortegiile de valori ale
variabilelor ay,a5,...,a,, a formula SZ(A) va lua valoarea 1.
Presupunem ci SZ(A) nu este o formula identic adevarati. Atunci
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existd un cortegiu de valori ale variabilelor (a?,ad,..., a2, a®) astfel
incat:

Ra?,ag,...,ag,ao (S;? (A)) = 0.
Dar atunci, conform lemei:
Rag,ag,...,a%,/? (4) =0,

jar aceasta contrazice faptul ca A este o formula identic adevarata,
c.t.d.

Sa demonstram a treia conditie a teoremei.

Daca formulele C §si C - A sunt identic adevarate, atunci si
formula A este identic adevarata.

Demonstratia se face prin presupunerea contrariului. Fie ca

Xy, X,,..., X, este lista tuturor variabilelor care intra in formulele C si

A. Vom presupune ca A nu este o formula identic adevarata. Atunci

existd un cortegiu de valori ale variabilelor (a?,a),...,al) astfel
..............

Ry9.a9. a0(C) > Ryo o 0(A)=1-0=0, ceea ce contrazice

faptul ca formula (C — A) este identic adevarata, c.t.d.
Teorema este demonstrata. O

Teorema 1.9.2. (despre deductibilitate) Fie A o formula oarecare in
calculul propozitiilor; X1,X,,...,X, — setul tuturor variabilelor de
care depinde formula 4; a4, ay, ..., a, reprezintd un set arbitrar de
valori ale acestor variabile. Vom nota prin I' o multime finita de
formule I' = {X;%, X,2,..., X"}, unde
X% = {)fl" @ =1,
t Xi' a; = 0.
I.Dacd Ry 49 o9(A) =1, atunciI' - A;
2.Dacd Ry, 49, 40(A) = 0, atunci I' - A.
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Demonstratie. Demonstratia acestei teoreme se face prin inductia
dupa constructia formulei.

1. Fie formula A este o variabila: X;.

a) Dacd Rg, q,,.a,(X;) = a; = 1, atunci evident X; - X;, sau
aceeasi expresie: X, + X;, adicd X;"' + A, prin urmare si ' + 4.

b) Dacd Ry, 4, ., (X;) = a; = 0, atunci evident X; - X;, sau
aceeasi expresie: X, - X;, adica X, + 4, prinurmare si T + A.

2. Consideram acum ca formula A are una dintre urmatoarele
forme: I. B;&B,, Il. B, V By, lll. B; = B,, IV. By, si pentru formulele
B; si B, teorema este adevirati. In continuare trebuie de analizat
fiecare dintre aceste patru cazuri.

Fie ca formula A are forma B, &B,.

a) Dacd Ry, g4, .q,(B1&B;) =1, atunci Ry 4, q,(B1) =1 si
Ry, ay..a,(B2) = 1 si atunci, prin presupunere, I' - By i I' = B,. De
aici, prin regula introducerii conjunctiei, rezulta I' - B;&B, si " - A.

b) Dacd Ry, q,..a,(B1&B;) = 0, atunci sau Ry, 4, «,(B1) =0,
sau Ry, a,..a, (B2) = 0.Fie, spre exemplu, Ry, o, ., (B1) = 0. Atunci,
prin presupunere, I' + B; (*). Aplicand axioma (IL.1), + B;&B, — Bj.
De aici, prin regula inversiei, avem + B; - B;&B,. (**)

Din formulele (*) si (**), prin regula Modus Ponenes, vom
obtine: I' + B;&B,, adica T + A.

Pentru celelalte trei cazuri: B; V B,, B; » B,, B, teorema se
demonstreaza similar, analizand cazurile posible si aplicand reguli de
deductie cunoscute. Demonstratia pentru aceste cazuri ramane un
exercitiu pentru cititor. O

Teorema 1.9.3. Fiecare formula identic adevarata in algebra
propozitiilor este deductibila in calculul propozitiilor.

Demonstratie. Fie A o formula identic adevarata in algebra
propozitiilor; X;,X,,...,X, este lista tuturor variabilelor care sunt
incluse in formula A.
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Vom lua orice cortegiu de valori ale acestor variabile
(ay,ay,...,a,). Intrucat formula A este identic adevaratd, atunci
Re,ay.a,(A) = 1. De aici, conform Teoremei 1.9.3, rezultd ca
T, F A(*),unde T, = {X;*, X;2,..., X, }. Deoarece in total exista 2"
cortegii de forma (ay,a,,...,a,), atunci relatia (*) are loc in 2™
cazuri. Dacd T, 5 = {X;},X;%..., X, '}, atunci evident ca
[h_1,Xn F Asil,_q, X;, + A. Prin regula introducerii disjunctiei, vom
avea

Ty_1,Xn VX, F A.
Dat fiind faptul ci formula X,, v X,, este deductibili, ea poate fi omisi
din setul de formule I,,_, X,, V X,,. Prin urmare, T,,_; + A.

Analogic, notand prin [,_, = {Xfl,ng,...,X,ffgz y e [ =
(X7, X532}, Iy = {X{"*}, poate fi demonstrat consecutiv ci: T,,_, + 4,
...,FZ |_A,F1|_A,|_A O

1.10 Problemele axiomatizarii calculului propozitiilor

Orice teorie axiomaticd pentru a fi fundamentatd trebuie sa
analizeze patru probleme:

1) Problema de rezolvabilitate (decizibilitatii),
2) Problema necontradictiei,

3) Problema completitudinii,

4) Problema independentei.

Urmeaza sa analizam fiecare dintre cele patru probleme ale
axiomatizarii calculului propozitiilor, prin definirea acestor probleme
si prezentarea principalelor rezultate pentru fiecare dintre ele.

1.10.1 Problema de rezolvabilitate

Problema de rezolvabilitate a calculului propozitiilor consta in
demonstrarea existentei algoritmului, care ne va permite pentru orice
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formula data in calculul propozitiilor sd determindm daca aceasta este
sau nu deductibila.

Teorema 1.10.1.1. Problema de rezolvabilitate a calculului
propozitiilor este rezolvabila.

Demonstratie. Orice formula in calculul propozitiilor poate fi
analizata ca o formula in algebra propozitiilor si, prin urmare, poate fi
analizata si valoarea ei logica pentru diferite cortegii de valori ale
variabilelor de care depinde formula.

Fie A orice formula in calculul propozitiilor si X;,X,,..., X,
variabilele de care depinde formula A. Vom determina valoarea
formulei A: Ry 4,.q,(A), pentru toate cortegiile valorilor
aq, a,, ..., Ay, pentru variabilele de care depinde formula A. Daca in
acest caz Ry q,.a,(A) =1 pentru toate cortegiile valorilor
aq, g, ..., Ay, atunci formula A este identic adevarata si, prin teorema
de deductie a unei formule identic adevarate, formula A este
deductibila.

Daci insa pentru un cortegiu de valori a?, a?, ..., a2, valoarea
formulei este R0 ,0 ,0(A) =0, atunci formula A nu este identic

adevdrata si, prin urmare, ea nu este deductibila. o

1.10.2 Problema necontradictiei

Una dintre problemele principale la analiza oricarui calcul este
problema necontradictiei. Vom da in continuare definitia calculului
necontradictoriu, care se referd nu doar la calculul propozitiilor, dar si
la alte calcule cercetate in logica matematica.

Definitia 1.10.2.1. Calculul logic se numeste necontradictoriu, daca
in el nu pot fi deduse asa doua formule, astfel incat una dintre ele sa
fie negatia celeilalte formule.

Esenta problemei necontradictiei consta in faptul daca calculul
cercetat este necontradictoriu sau nu.
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Definitia 1.10.2.2. Calculul logic in care poate fi dedusa atdt formula
A, cdt si negatia ei A se numeste contradictoriu.

Astfel de calcule nu prezinta niciun interes, deoarece in aceste
calcule sunt deductibile absolut toate formulele si de aceea in ele nu
poate fi deosebit adevarul de fals.

Daca, de exemplu, in calculul propozitiilor ar putea fi deduse
formulele U si U, atunci, in virtutea teoremelor demonstrate anterior,
am avea.

Aplicam R.S. la formulele de mai sus si obtinem:
F (U&U) - A.

Dar deoarece atat U, cat si U sunt deductibile, aplicim R.C.F. si
obtinem + U&U. Aplicim in continuare M.P. si obtinem + A. Insi, A
fiind o formuld elementard, poate fi substituitd cu orice formula,
obtinand cad in calculul propozitiilor poate fi dedusa orice formula
(inclusiv una falsa).

Teorema 1.10.2.1. (despre necontradictie) Calculul proporzitiilor este
necontradictoriu.

Demonstratie. Dupa cum s-a mentionat mai sus, orice formuld din
calculul propozitiilor poate fi interpretatd ca formula in algebra
propozitiilor. Vom ardta cd toate formulele deductibile in calculul
propozitiilor cercetate ca formule in algebra propozitiilor sunt identic
adevarate, adica primesc valoarea adevar pentru orice valori posibile
ale variabilelor din formula data. Prin tabelul de valori ale formulei
date, usor se poate de aratat cd axiomele calculului propozitiilor sunt
formule identic adevarate. La fel, este clar ca daca F(A) este identic
adevdrata, atunci si formula F (B), care se obtine ca rezultat al regulii
substitutiei, este la fel identic adevarata. Observam ca regula M.P., la
fel, nu ne scoate in afara formulelor identic adevarate. Intr-adevir, fie
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formulele A si A — B sunt identic adevarate, iar formula B nu este
identic adevirata. In acest caz, obtinem ci si formula A — B nu este
identic adevarata, ceea ce nu poate fi prin ipoteza. Deci, aplicand
regula M.P. la formule identic adevarate obtinem o formula identic
adevaratd. Asadar, am demonstrat ca toate formulele care pot fi deduse
in calculul propozitiilor sunt identic adevarate in algebra propozitiilor.
Prin urmare, daci + A, atunci A este identic adevarati, iar A este
identic falsa si deci nu poate fi dedusa in calculul propozitiilor. o

1.10.3 Problema completitudinii

Dupa cum s-a mentionat anterior, formulele calculului
propozitiilor pot fi interpretate si ca formule 1n algebra propozitiilor.
Demonstrand mai sus necontradictia calculului propozitiilor, am
aratat ca orice formuld deductibila in calculul propozitiilor este identic
adevarata fiind interpretata ca formula in algebra propozitiilor. Apare
intrebarea inversa: va fi oare orice formula identic adevarata in algebra
propozitiilor si deductibila in calculul propozitiilor? Aceasta intrebare
reprezintd in esentd problema completitudinii calculului propozitiilor.

Esenta acestei probleme consta in faptul cd la constructia
calculului logic, destinat sa exprime logica constructivd, este
important a cunoaste dacd sunt suficiente axiomele si regulile de
deductie ale calculului dat pentru a deduce orice formuld, care din
punctul de vedere al continutului este identic adevarata.

Problema completitudinii calculului propozitiilor se rezolva in
mod pozitiv. Vom prezenta initial lemele care se utilizeaza la
demonstratia  teoremei  despre  completitudinea  calculului
propozitiilor.

Teorema 1.10.3.1. (despre completitudine) Orice formula identic
adevarata in algebra propozitiilor este o formula deductibila in
calculul respectiv.

Demonstratia acestei teoreme poate fi gasita in [1].
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Remarca 1.10.3.1. Am aratat mai sus ca notiunea de formula
deductibila in calculul propozitiilor coincide cu notiunea de formula
identic adevarata din algebra proporzitiilor. Una dintre consecintele
teoremei despre completitudine este posibilitatea de a transfera in
calculul propozitiilor toate regulile de manipulare cu formulele din
algebra proporzitiilor.

Ca exemplu, din cele spuse rezulta ca in calculul propozitiilor
sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

F(U&V) ~ (V&U),

FUVV)~(VVU),

F (U&(V&E)) ~ ((U&V)&C),

FUVE@VO)~(UvV)ve),

F(U&W v C)) ~ ((U&V) v (U&D)),

F(UVV&C)) ~ (UVV)&U V),

FU->V)~(UVYV),

FU&V ~ (UVV),

FUVV ~ (U&V).
Remarca 1.10.3.2. Uneori se cerceteaza si notiunea de
completitudine intr-un sens mai ingust. Vom spune ca calculul logic
este complet in sens inqust, daca dupa alaturare la axiomele acestui
calcul a unei formule nedeductibile in acest calcul obtinem

contradictie, adica calculul nou-format in urma acestei alaturari
devine contradictoriu.

Cu ajutorul formelor normale conjunctive poate fi demonstrat
ca calculul propozitiilor este necontradictoriu in sens ingust.
1.10.4 Problema independentei

O alta intrebare importantd cu referire la calculul propozitiilor
este intrebarea despre independenta axiomelor. Aceasta intrebare
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constd in urmatoarele. Poate oare o anumita axioma sa fie dedusa din
celelalte in baza regulilor de deductie ale sistemului dat?

Daca se adevereste cad o astfel de axioma poate fi dedusa din
celelalte, atunci ea poate fi ignorata si deci poate fi stearsa din lista de
axiome, astfel incat calculul dat ramane neschimbat, adica rezerva de
formule deductibile ramane la fel neschimbata.

Definitia 1.10.4.1. Axioma care nu poate fi dedusa din celelalte
axiome se numeste independentd de celelalte, iar sistemul de axiome,
in care nicio axioma nu poate fi dedusa din celelalte, se numeste
sistem independent. In caz contrar, sistemul de axiome se numeste
sistem dependent.

Evident ca sistemul dependent nu este atit de savarsit in
comparatie cu cel independent, deoarece el contine axiome de prisos.
S-ar parea, la prima vedere, cd intrebarea despre independenta
sistemului de axiome nu este esentiald si are importantd numai din
punctul de vedere al comoditatii tehnice. Insd aceasta nu este asa
intotdeauna. Problema independentei unei axiome dintr-un sistem dat
de a schimba, fara contradictii in sistemul cercetat, axioma data cu
negatia ei.

In calitate de exemplu ne poate servi problema independentei
celui de-al cincilea postulat al lui Euclid in sistemul axiomatic al
geometriei. Aceastd problema, dupa cum se cunoaste, a avut o mare
importanta in dezvoltarea matematicii.

Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 1.10.4.1. Sistemul format din cele patru grupe de axiome
ale calculului propozitiilor este independent.

Demonstratia acestei teoreme este data in [1].
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1.11 Exercitii propuse pentru lucrul individual

EXx. 1. Aplicand regula substitutiei, sd8 se demonstreze cd sunt
deductibile urmatoarele formule:

1) (A- B)&B - B;

2) A&B — A&BV C;

3) (4 B) > ((C > B) > (AV C - BY);

4) CVD - CVD;

5) (A&B - (C - B&C()) - ((A&B — C) » (A&B — B&()).

EX. 2. Aplicand regula substitutiei si regula M.P., sa se demonstreze
ca sunt deductibile urmatoarele formule:

1) AVA—-> A; ) AVB - BV A,

2) AV A&A; 5) (A—= B) =» (A - A);

3) A&B — B&A.

EX. 3. Aplicand regulele derivate de deductie, s se demonstreze ca
sunt deductibile urmatoarele formule:
1) (AvB) - A&B; 6) (A—> B) > (A - A);
2) A > R, (R- adevirati); 7) A&A — F (F- falsd);
3) (A-B)-> (A-> AVB); 8) (A- B)&B - A;
4) F - A (F- falsa);
5) A&B — AV B.
EX. 4. Sd se demonstreze:
1) T={A} B - 4;
2) T={A->B,B->C}+-A-C;
) Ir={A->C}+C- 4
4) T={A- B,B} + 4;
5) I ={4,A - B} - B;
6) ' = {4 - B} - A&C — B&C;
NTI'={A-B}r(C—-A) - (C-B),
) r={A-(B-0}+B-(A-0);
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Ex. 5. Sa se demonstreze deductibilitatea formulelor, utilizind
teorema generalizata a deductiei:

) X->YV)->(¥->2)-> X~ 2);

2) (A-B)-> (Av(C > BVC();

3) (A—=B)—->((C—-4)—(C—-B).

Ex. 6. Utilizand regula transpozitiei ipotezelor (R.T.I.), conjunctiei
ipotezelor (R.C.1.) si despartirii ipotezelor (R.D.I.), sa se demonstreze
ca:

1) -A—- (B - A&B);

2) + (A - B)&B - 4;

3) HA- (A- B).

EX. 7. Sa se deduca din axiome urmatoarele formule in calculul
propozitiilor:

) FA->((A->B)->A); 7) (A- (A~ B));

2) A— (B — (A&B)); 8) AV B — A&B;

3) (A—->A) > A; 9) A&B - AV B;

4) (A>B)—>A-4; 10) (A—- (A~ B);

5) B- (B->A- B); 11) A&B - AV B;

6) AVB - A&B. 12) (AVB) - ((B = A) - A).
Ex. 8. Sa se demonstreze din axiome urmatoarele echivalente in
calculul propozitiilor:

1) (A- A) ~ 4; 4) (A&(BVB)) ~ 4;

2) (AV (4&B)) ~ 4; 5) (A&(AV B)) ~ 4;

3) (Av(B&B)) ~4; 6) (AVB)>A~B - A,

Ex. 9. Sa se demonstreze urmatoarele formule din axiomele calculului
propozitiilor si din lista de formule I' data:
1) {4} (A - B);
2) {A}-A - A;
3 {A~B,B~C}+A~C,
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4) {A,B,A—> B}+B —> A - B;

5) {A - B,B} + 4;

6) {A,B}+ A - B;

7) {A = B} F (4&C) - (B&L):

8) {A-B}+ (C—- A - (C- B);
9) (A> B} (AVC) > (BVC);

10) {4} + (A - B);

11) {4} + (A - B);

12) {A- B} + (B - A);

13) {A-> B} + (B - A);

14) {A- B} + (B - A);

15) {A ~ B} F (C = A) ~ (C > B);
16) {A~B}r(AvC(C) ~(BVC),
17) {A~B}F (A~ C) ~ (B > C).

EX. 10. Sa se demonstreze ca sunt deductibile urmatoarele formule in
calculul propozitiilor:
1) (A&B) ~ (B&A);
2) (AVB) ~(BVA);
3) [A&(B&C)] ~ [(A&B)&C];
4) [Av(BvO)]~[(AVvB)VvC(];
5) [A&(B V C)] ~ [(A&B) V (A&C)];
6) [AV (B&C)] ~ [(AV B)&(AV O)];
7) (A- B) ~ (AV B);
8) A&B ~ (AV B);
9) AVB ~ (A&B).

41



Capitolul 2
Algebra predicatelor

2.1 Introducere. Algebra predicatelor

Logica predicatelor este o extindere si o dezvoltare a logicii
propozitiilor. Ea contine toatd (intreaga) algebra propozitiilor, adica
formulele elementare cercetate ca functii (marimi) ce pot primi
numai 2 valori: adevarat (1) si fals (0), precum si toate operatiile
algebrei propozitiilor si, prin urmare, toate formulele algebrei
propozitiilor. In plus, insa, logica predicatelor se mai extinde cu astfel
de afirmatii (propozitii) care se refera la obiecte concrete. Astfel, in
logica predicatelor existd despartirea afirmatiillor in subiecte
(propozitii simple) si predicate, care sunt atribuite obiectelor concrete.

Consideram M — o multime arbitrard de obiecte, iar a, b, c,d
sunt elementele multimii M. Atunci afirmatiile referitoare la aceste
obiecte le vom nota respectiv in urmatoarea forma: P(a),
F(b),R(c,d), ...

Vom aduce in continuare cateva exemple concrete: "x este om",
"x este tatal lui y", "x? + y? = z2" etc.

Cand inlocuim variabilele din aceste propozitii cu obiecte
(indivizi) concrete, bine precizate, propozitiile respective se
transforma 1n propozitii bine determinate, de felul celor de care ne-am
ocupat 1n calculul propozitiilor, si care pot fi adevarate sau false.
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Exemplul 2.1.1. Fie M — multimea numerelor naturale, iar a = 7,
b=9, c=12sid = 2. In acest caz predicatele pot fi reprezentate
sub urmatoarea forma:

P(a) 5" a este numar prim",
Q(b) =" b este numar impar",
R(c,d) 5" c este mai mic decat d ",

unde semnul = denotd faptul ca expresia semnificd urmatorul
predicat.

Astfel de afirmatii pot fi atat adevarate, cat si false. Exact la fel
ca in algebra propozitiilor, vom cerceta astfel de propozitii numai din
punctul de vedere al faptului cad ele sunt adevarate sau false si nu
conteaza continutul lor. Spre deosebire de algebra propozitiilor, in
acest caz vom considera cd valorilor de adevar (1) si fals (0) le
corespund anumite obiecte sau grupuri de obiecte din multimea M.

Astfel, in Exemplul 2.1.1 de mai sus P(7) reprezinta adevar,
ceea ce corespunde numarului natural 7, iar P(b) = 1 (adevar), ce
corespunde numarului 9; R(c,d) = 0 (fals), ce corespunde perechii
de numere 12, 2.

Daca x € M, atunci expresia F (x) este o afirmatie care devine
concreti in cazul in care x ia o valoare concretd din multimea M. In
acest caz F(a), F(b), ... sunt afirmatii concrete care pot fi atat
adevdrate, cat si false, in dependentd de valorile concrete ale
elementelor a, b, ... € M.

Deoarece din punctul nostru de vedere orice afirmatie de acest
gen ia valoarea de adevar sau fals, atunci expresia F(x) poate fi
considerata ca o functie definitd pe domeniul M cu valori in multimea
{0,1} sau {f, a}, adica

F(x):M — {0,1}.

In mod analog, expresiile H(x,y), Q(x,y,z), ... reprezinti
functii de doua, trei, ... variabile. La astfel de functii variabilele sunt
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X,¥,Z € M, iar valoarea functiei poate sa obtind numai 2 valori
posibile {0,1}.

Astfel de functii le von numi in continuare functii logice sau
predicate (de una sau mai multe variabile). Putem avea predicate
unare, binare, ternare etc., dupa cum depind, respectiv, de 1, 2, 3, ...
variabile.

Domeniul de variatie a variabilelor din predicate se numeste
universul sau domeniul discursului. El poate fi o multime sau poate fi
o totalitate care nu este multime (de exemplu, clasa tuturor
multimilor).

In cazul in care studiem calculul predicatelor la modul general,
universul discursului nu este precizat si de aceea rezultatele calculului
predicatelor sunt aplicabile la orice domeniu al matematicii. Singurul
lucru pe care il presupunem este cd universul discursului contine
elemente.

Cu ajutorul predicatelor putem exprima diferite relatii dintre
obiectele domeniului dat M.

Exemplul 2.1.2. Fie M — multimea numerelor reale, iar x,y,z € M.
Atunci cu ajutorul predicatelor se poate exprima, de exemplu, relatia
de comparatie dintre unele elemente ale multimii M, si anume: fie
A(x,y) este predicatul "x > y", care pentru orice pereche de numere
reale primeste valoarea de adeviar (1) sau fals (0). In calitate de
predicat ternar poate fi luat urmatorul predicat care reprezinta
urmatoarea relatie dintre numerele reale x, y siz: x +y +z = 0.

Exemplul 2.1.3. Fie M — multimea membrilor unei familii. In acest
caz relatiile de rudenie dintre membrii familiei respective le putem
exprima prin urmatoarele predicate:

H(x,y) = "x este mama pentru y ",
T(x,y) = "x este tatd pentru y ",
F(x,y,z) =" x este frate pentru y si z".
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2.2 Notiuni de formula. Operatii si cuantificatori

Alfabetul in baza caruia se construiesc formulele calculului
predicatelor constd din urmatoarele grupuri de simboluri:

1) Simboluri propozitionale: 4, B, C, ..., As, B, ..., cu ajutorul
carora, ca si in algebra propozitiilor, sunt notate propozitiile ce pot lua
doua valori: adevir (1) si fals (0). In continuare le vom numi propozitii
variabile.

2) Simboluri de predicate: F(x), G(x,y), P(x1, X2, ey X), -.. -
Acestea sunt functii argumentele carora primesc valori din domeniul
M, iar functiile pot sa primeasca numai 2 valori: {0,1} sau {f, a}.

3) Simbolurile conectorilor logici: A (&), V, —, —, ... .

4) Simboluri auxiliare: (,), [, ] — paranteze si virgule.

Definitia 2.2.1. Literele latine majuscule, care denota simbolurile
propozitionale, precum si simbolurile de predicate, le vom numi
formule elementare.

Simbolurile de obiecte a, b, c, ... € M nu sunt formule.

Formulele elementare intotdeauna sunt astfel de functii ce
primesc numai 2 valori: {0,1} sau {f,a}. De aceea, formulele
elementare pot fi legate cu ajutorul operatiilor (legaturilor) logice:

AN(&),V, —, =
Expresiile primite in rezultatul acestor legaturi reprezintad
propozitii sau predicate. De exemplu:
1. AV F(x),
2. B(x,y) — A&B(x,y),
3. Li(x) = La(¥).
In afara de operatiile din algebra propozitiilor se mai folosesc
inca 2 operatii legate de cuantificatorul de generalizare V si de

existenta 3.
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Fie F(x) un predicat concret definit pe domeniul M, care
primeste valoarea 1 sau O pentru orice element x € M. Atunci
expresia VxR(x) este o afirmatie adevarata atunci, cand predicatul
R(x) este adevarat pentru toate elementele x € M si este fals in caz
contrar. Expresia 3xR(x) este o afirmatie, care este adevarata numai
in cazul in care exista cel putin un element a € M, pentru care f(a)
este adevarata si este falsd in cazul contrar. Ambele expresii, VXR (x)
si AxR(x), deja nu mai depind de variabila x.

Operatiile de legatura cu cuantificatori se definesc in mod
similar si pentru predicatele cu mai multe variabile. Formulele le vom
defini in mod analog precum 1in calculul propozitiilor prin inductie.
Astfel, pentru inceput vom defini notiunea de termen sau term.

Definitie 2.2.2. Orice simbol de constanta sau de variabila se numeste
term. Daca f este un simbol functional de aritatea n (adica, de la n
argumente), iar tq, t,, ..., t, sunt termi, atunci f(t,, t,, ..., t,) este la
fel term. Daca P este un simbol de predicat de aritatea k, iar tq, t,,
..., t sunt termi arbitrari, atunci expresia P(ty, t5, ..., t;) 0 vom numi
formula atomard sau elementara.

In expresiile VxA(x) si 3xA(x), unde A(x) este un predicat
arbitrar, acest predicat A(x) se numeste domeniu de incidenta (de
actiune) a cuantificatorilor Vx si 3x, respectiv. Variabila x in formula
datd se numeste legata (de legatura), daca x este variabila
cuantificatorului Vx sau 3x din aceasta formula sau dacd x se afld in
domeniul de incidentd a acelorasi cuantificatori din formula. In caz
contrar variabila x se numeste libera.

De exemplu, in expresia Vx3yQ(x,y, z) variabilele x si y sunt
legate, iar variabila z este libera.

Termul t se numeste liber pentru variabila x; din formula F,
daca nicio aparitie libera a lui x; in formula F nu se afla in domeniul
de incidenta a niciunuia dintre cuantificatori Vx sau 3x, unde x; este
variabila ce se contine in termul ¢t.
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In continuare vom spune ci cuantificatorii Vx si 3x sunt duali
unul altuia, adica Vx este dualul lui 3x si viceversa.

2.3 Formule echivalente. Formule reduse

Fie formulele U si V definite pe acelasi domeniu M.

Definitia 2.3.1. Formulele U si V sunt echivalente pe domeniul dat
M, daca la orice inlocuire a predicatelor variabile, a propozitiilor
variabile, precum si a obiectelor variabile cu predicate concrete
definite pe domeniul M, cu propozitii concrete si cu obiecte concrete
din M, formulele U si V primesc aceleasi valori de adevar si fals
(0si1).

Daca formulele date sunt echivalente pe toate domeniile, atunci
vom spune simplu ca ele sunt echivalente si vom scrie U = V.

Exact ca in algebra propozitiilor putem inlocui formulele prin
echivalentele lor. Aceasta ne permite sa aducem formula initiala la o
expresie mai simpla. Evident ca toate echivalentele din algebra
propozitiilor pot fi transferate si in logica predicatelor. In particular
vom avea cd formulele U — V si UV V sunt echivalente. Folosind
ultima echivalenta, putem inlocui operatia de implicatie U — V prin
disjunctie si negatie U V V. Astfel, obtinem ci pentru orice formuld
exista echivalenta sa in care participa doar 3 operatii logice: &, V si —.

Exemplul 2.3.1. Avem urmatoarele echivalente:
1.3x(A(x) = VyB(»)) = 3x(A(x) V VYB(¥)).
2. VxA(x) > (B(x) - VxC(x)) = VxA(x) vV (B(x) V VxC(x)).

3. (EIxA(x) - VyB(y)) ->C(x) = (EIxA(x) - VyB(y)) vC(x)=

= (EIxA(x) v VyB(y)) VC(x) = (EIxA(x)&VyB(y)) VC(x) =
= (EIxA(x)&EIyWy)) v C(x).
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Pe langa echivalentele din algebra propozitiilor, care raman
valide in logica predicatelor, in logica predicatelor mai apar noi
echivalente legate de cuantificatori. Vom considera in continuare
operatia de negatie asupra cuantificatorilor.

Vom cerceta expresia VxU (x). Afirmatia "VxU (x) — falsa" este
echivalentd cu afirmatia "3y pentru care U(y) este adevarata"”, ceea
ce este echivalent cu "3y pentru care U(y) este falsa". Prin urmare,

vom avea.
vxU(x) = AyU(y).

In mod analog vom cerceta expresia 3xU (x). Afirmatia "3xU (x) este

falsa" este echivalenta cu afirmatia "VyU(y) este adevarata" sau cu
afirmatia "VyU (y) este falsa". Astfel, obtinem:

AxU(x) = VyU(y).

Din cele expuse mai sus rezultd urmatoarea regula: semnul
negatiei il putem introduce sub semnul cuantificatorului, schimband
cuantificatorul prin dualul sau.

Aplicand in continuare regula obtinutd mai sus si alte
transformari din algebra propozitiilor, putem gési pentru orice formula
echivalenta sa, in care semnul negatiei se atribuie numai la propozitii
si predicate elementare. In calitate de demonstratie a acestui fapt vom
cerceta urmatorul exemplu.

Exemplul 2.3.1. Are loc urmatoarea echivalenta:

Ax(A(x) > VyB(y)) = Vx (@v VyB(y)) =

vx(A(x)&VyB(y)) = Vx(A(x)&3yB(y)).
In ultima formula negatia se atribuie numai formulelor elementare.

Definitia 2.3.1. Formulele in care participa numai 3 operatii & , V si
-, ilar negatia se atribuie numai propozitiilor si predicatelor
elementare, le vom numi formule reduse (prenexe).
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Putem conclude cd pentru fiecare formuld din logica
predicatelor existd echivalenta sa formuld redusd. Aceasta formula
redusa o vom numi forma redusa a formulei date si vom spune ca
formula daté a fost adusa la forma sa redusa.

2.4 Formule normale si forme normale

Din materialul precedent am observat ca pentru orice formula
exista echivalenta sa formula redusa. Printre acestea vom evidentia o
clasa speciale de formule, pe care le vom numi formule normale.

Definitia 2.4.1. Formula redusa se numeste normald, daca ea nu
contine cuantificatori sau daca ii contine, atunci toti cuantificatorii
sunt in fata formulei date, adica operatia de legatura cu cuantificatori
urmeaza dupa toate operatiile algebrei propozitiilor.

In expresia care descrie formula normala cuantificatorii, daca ei
figureaza, precedeaza toate celelalte simboluri operationale.
De exemplu, formula redusa

Vy13y,VY3VyaU (Y1, Y2, V3, Va)

este normald, dacd, la randul sau, formula U (y,, y,, ¥3, y4) nu contine
cuantificatori.

Teorema 2.4.1. Pentru orice formula din logica predicatelor exista
echivalenta sa formula normala.

Demonstratie. VOm arata pentru inceput ca are loc urmatoarea relatie,
unde formula H nu contine variabila x:

1.VxU(x)VH=Vx(U(x)VH),x ¢ H

Pentru aceasta vom arata ca daca formula din partea stanga a egalitatii
(=) este adevarata, atunci la fel este adevarata formula din partea
dreapta a egalitdtii. Apoi acelasi fapt se demonstreaza in cazul in care
formula este falsa.
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Fie ca formula VxU(x) V H este adevarata pentru un domeniu
arbitrar M si pentru careva valori fixate ale variabilelor libere din
aceastd formuld. In acest caz sau este adevirata formula VxU(x)
pentru aceste variabile fixate din domeniul M sau formula H este
adevarata. In primul caz formula U(x) este adevirati pentru toate
elementele x € M. Insi atunci formula

U(x)VH (2.1)

este la fel adevarata pentru toate elementele x € H si, prin urmare,
este adevaratd formula

Vx(U(x) V H). (2.2)

Daca este adevarata formula H, atunci formulele (2.1) si (2.2)
sunt la fel adevarate pentru aceleasi valori fixate ele variabilelor
libere.

Réamane sa cercetdm cazul cand formula

VxU(x) VH
este falsa pentru valorile fixate ale variabilelor libere. Se observa ca
in acest caz trebuie sa fie false ambele formule VxU(x) si H. Prin
urmare, exista asa un element x, € M, astfel incat U(x,) este falsa.
De aceea, este falsa si formula U(x,) V H, ceea ce ne confirma faptul
ca formula (2.2) e falsa.

in mod analog se demonstreazi si urmitoarele egalitati:

2.3xU(x)VH =3x(U(x)VH),x ¢ H
3.VxU(x)&H = Vx(U(x)&H),x ¢ H
4.3xU(x)&H = Ax(U(x)&H),x ¢ H

Deoarece atat conjunctia, cat si disjunctia sunt comutative,
atunci din aceste 4 egalitati rezultd inca 4 egalitati, in care
cuantificatorul se atribuie la al doilea membru al conjunctiei sau
disjunctiei:

1"HvVxU(x) =Vx(HVU(x)),x ¢ H
2"HvaxU(x)=3x(HvU(x)),x ¢ H
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3'.H&VxU(x) = Vx(H&U(x)),x & H
4'.H&3xU(x) = Ix(H&U(x)),x ¢ H

Vom demonstra in continuare teorema prin inductia matematica,
urmand regula de construire a formulelor din logica predicatelor.

Pentru formulele elementare, care reprezinta simboluri de
propozitii elementare A,B,C, .., sau simboluri de predicate
elementare F(x), P(x,y), ..., R(x4, %3, ..., X,), afirmatia teoremei
este adevarata, deoarece toate aceste formule sunt deja normale, dat
fiind faptul ca ele nu contin nicio operatie.

Fie ca pentru formulele U; si U, avem, respectiv, formule
normale Uy si U;. Vom cerceta un caz particular cand aceste formule
au urmatoarea forma:

Uf = Vx,Vxy ... 3x; ... A%, B1 (x4, X5, oo, X)),

Uz = 3y13y2Vy3 . VymBa (V1. Y2, - Yim)s
unde formulele By(xq,x5,...,xn) si By(¥1,Y2, ., Ym) nu contin
cuantificatori.

Deoarece in procesul de redenumire a variabilelor de legatura
formulele se transforma in formule echivalente, atunci putem
considera ca x; € Uy, iary; € Uy,undei =1,nsij = 1,m.

Sa demonstram ca in acest caz pentru formula U, v U, la fel
existd echivalenta sa formuld normala. Observam ca formula U V U,
este echivalenta cu formula U; V U,, insa, la general vorbind, ultima
formula nu este o formula normala. Cu toate acestea, bazandu-ne pe
egalitatile demonstrate mai sus, vom arata ca aceasta formula poate fi
transformata intr-o formula normala. in primul rand, formula U; v U}
poate fi inlocuita cu formula

Vx,[Vxy ... 3x; ... Ax, B1 (X1, X5, oo, X)) V

V3y13y,Vy3 . VymBa (Y1, V2o s Yim)]

introducand U3 sub simbolul primului cuantificator din formula U;.
Avand in vedere egalitatea 1, ultima formulad este identic egalda cu
51



formula U;vU;. In continuare putem efectua transformari
echivalente in domeniul de incidenta al cuantificatorului Vx, . In baza
acelorasi rationamente, in virtutea egalitatilor 1 si 2, formula U; poate
fi introdusa in domeniul de incidenta al celui de-al doilea cuantificator
Vx, etc. Admitem ca formula U; este introdusa deja in domeniul de
incidenta al tuturor cuantificatorilor din formula U;. In rezultat
obtinem urmatoarea formula

Vx1VXy oo AX; o Ax, [B1 (X1, X2, oo, X)) V

V3y13y,Vy3 VY B (1, Y2, s Y -

in mod analog putem introduce termenul B;(xy,Xy, ..., %X;)
consecutiv in domeniul de incidenta al tuturor cuantificatorilor din
formula U;. In rezultatul acestui proces vom obtine urmitoarea
formulad normala:

Vx Vxy .. 3% . 3%, 3y Y, VY3 o VY [By (X4, X5, o, X)) V

\% BZ (y1; V2, rym)];

care este identic egala cu formula U; V U,.

Analog, cu ajutorul egalitatilor 3 si 4, poate fi construita formula
normala echivalentd formulei U;&U,, daca sunt cunoscute formulele
normale U; si U; identic egale respectiv cu U; si U,.

S& demonstram in continuare corectitudinea teoremet si pentru
operatia de negatie. Fie U* — formula normala identic egala cu U si fie
cazul particular

U* = Vx3x,Vx3 ..V, H(xq, X5, ..., Xp).

Formula U* este identic egala cu formula U. Insa

U* = Vx;3x,Vx3 ... VX, H(xq, X5, ooy X)) =

= Jx,Vx,3x3 ... Ax, H(Xq, Xg, v, Xpp).
Ultima formula este formula normala.
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Raméane sa demonstram pentru operatiile de legaturd cu
cuantificatori. Usor se poate de observat ca formula VxU*(x) este
identic egald cu formula VxU (x), iar formula 3xU*(x) este identic
egald cu formula 3xU(x). Insa atat formula VxU*(x), cat si formula
AxU*(x) sunt formule normale.

Astfel, obtinem ca pentru formulele elementare exista
echivalentele lor formule normale. Dacd formula U se obtine cu
ajutorul operatiilor &, V si —, precum si al operatiilor de legatura cu
cuantificatori din formule, pentru care exista echivalentele lor formule
normale, atunci si pentru formula U exista echivalenta ei formula
normala.

Deoarece orice formuld din algebra predicatelor se obtine din
formule elementare cu ajutorul sus-numitelor operatii, atunci obtinem
ca pentru orice formula a algebrei predicatelor existd echivalenta sa
formula normala. O

Formula normala, echivalentd cu formula U, 0 vom numi
formula normala a formulei U si vom spune ca formula U a fost
transformata in forma sa normala.

2.5 Formule realizabile. Problema realizabilitatii

Vom cerceta o clasa separata de formule ale logicii predicatelor,
care reprezintd afirmatii concrete adevarate sau false, In cazul cand
avem domeniul dat M, iar predicatele din aceste formule sunt
inlocuite cu predicate individuale, determinate pe acest domeniul M.

Definitia 2.5.1. Daca formula este adevarata pe un domeniu oarecare
M si pentru careva predicate definite pe acest domeniu, atunci
formula data o vom numi realizabila.

Definitia 2.5.2. Daca formula este adevarata pe un domeniu M §i
pentru toate predicatele definite pe acest domeniu, atunci formula
data se numeste identic adevdarata pe domeniul M .
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Definitia 2.5.3. Daca formula este adevarata pentru orice domeniu
M si pentru toate predicatele, atunci vom spune ca formula este
identic adevarata sal adevdrata.

Definitia 2.5.4. Formula se numeste falsa sau nerealizabila daca nici
pentru un domeniu si nici pentru un schimb de predicate (o inlocuire
a predicatelor) formula data nu este adevarata.

Usor se poate demonstra ca daca formula U este identic
adevirati, atunci formula U este falsi si viceversa.

Problema realizabilitasii pentru logica predicatelor este
analogica cu problema deciziei din algebra propozitiilor. Ea consta in
urmatoarele: de indicat o metoda efectiva (algoritm) care determina
pentru o formula arbitrard data, daca ea este realizabila sau nu.

Rezolvand problema realizabilitatii pentru oarecare formula, am
putea rezolva si problema deciziei (care consta in faptul cd este identic
adevarata sau nu) pentru orice formula.

Intr-adevar, daca formula U este adevirati, atunci U este
nerealizabila si viceversa. De aceea, controland realizabilitatea sau
nerealizabilitatea formulelor U si U, noi controlim daca formula U
este identic adevaratd sau nu.

Problema  realizabilitdtii  pentru  logica  predicatelor
generalizeaza problema realizabilitatii pentru logica propozitiilor,
deoarece toate formulele din calculul propozitiilor sunt in acelasi timp
si formule in logica predicatelor.

Cu toate cd rezolvarea problemei deciziei pentru calculul
propozitiilor nu prezintd nicio greutate, problema analogicd a
realizabilitatii pentru logica predicatelor s-a dovedit a fi legata de
greutati destul de serioase.

Cercetarile ulterioare au dat posibilitatea de a ne apropia de
rezolvarea acestei probleme. Incepand cu anii 30 ai secolului trecut,
cand in logica matematicd a fost datd definitia exactd a notiunii de
algoritm, a aparut posibilitatea de a demonstra ca problema

54



realizabilitatii pentru logica predicatelor este nerezolvabild, adicd nu
existd un astfel de algoritm care sa rezolve problema in cauza. Aceasta
a fost demonstrat pentru prima data de matematicianul Alonzo
Church.

Observam ca pentru unele tipuri de formule particulare din
logica predicatelor problema realizabilitatii predicatelor poate fi
rezolvata.

Exemplul 2.5.1. Fie data formula

U = (A&P(x)) v 3yQ(x,),

unde A este o propozitie variabila, P (x) — predicat variabil, iar Q (x, y)
este un predicat concret (individual), si anume: predicatul de 2
variabile "x = y". Se cere a determina daca formula U este realizabila.

Vom considera aceasta problema pe domeniul numerelor reale
R, adica M = R.

Trebuie sa verificdm daca formula datd U este realizabila sau nu
pe acest domeniu. Deoarece A este o propozitie variabild, atunci
putem lua o propozitie concreta adevarata A, = 1 (adevar). In calitate
de predicat variabil P(x) putem lua un predicat concret
P,(x) = "x = 3". In calitate de obiecte variabile x si y considerim
obiectele concrete x, =y, = 3 € R.

Dupa ce introducem in formula initiala U toate aceste propozitii,
predicate si obiecte concrete, obtinem in rezultat:

U= (1&Po(xo)) vV 3yQ(x,,y).

Deoarece avem ca P,(x,) = "x, = 3" este adevarat in multimea
numerelor reale, atunci obtinem ca formula datd U este adevarata
pentru aceste obiecte pe multimea numerelor reale R.
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2.6 Exercitii propuse pentru lucrul individual

Ex. 1. Sa se construiasca negatia formulelor, astfel incat simbolurile
negatiei sd fie atribuite doar la simboluri de predicate:

1) Vx(P(x)&Q (x));

2) 3x (PG VQGI&YYL(x,Y));

3) F(x) — Vy(EIyP(x, y)V m)&VZF(z);

4) VxEIyVZ(P(x, y) — 3uQ(x,y, z, u))&EInyP(x, V),
5) vady ((R(cy) Ve YD) — L(x.7))

Ex. 2. Sa se determine daca formula data este adevarata, falsa sau
realizabild pe multimea de numere naturale N:

1) VxVyVvzvu ((P(x, y,2)&P(x,y,1)) — Q(x, }’));

2) (P(x,y,2)&P(y,x,w)) — Q(x,y);

3) 3y(F(x,x,y) = R(x,x,));

4) Q(x,y) — (IyR(x,y,2) V P(x,2));

5) VxVyvz ((P (x,y, Z)&Q(x—,y)) — R(x,y, Z)).
EX. 3. Sa se demonstreze prin transformari echivalente cd sunt identic
adevarate formulele:

1) 3x(P(x) vQ(x)) - (3xP(x) v IxQ(x));

2) EIx(P(x) - Q(x)) - (VxP(x) - EIxQ(x));

3) Vx(P(x) - Q(x)) - VxP(x)&3xQ(x);

4) VxP(x)V VxQ(x) - IxP(x)&VxP(x);

5) VxP(x)&VxQ(x) — EIx(P(x) v Q(x)).

Ex. 4. Sa se demonstreze prin presupunerea contrariului ca sunt
identic adevarate formulele:

1) vx(P(x) » Q) Vv (Q(x) » P(x));
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2) vx (p(x) Q(x) (P(x)&Q(x))))

3) vx(P@) - (P(x) - Q(x)))

4) vx ((Q(x) - R(x)) > (P(x)VQ(x)) - (P(x) *R(XD))):
5) vx((Pe) > 0) = (PG » 0) - P@))

Ex. 5. Sa se stabileasca daca sunt identic adevarate formulele:
1) (P(x) = Q(x) = (vxP(x) = VxQ(x));
2) EIx(P(x) - Q(x)) - (VxP(x)—>_EIxQ(x));
3) AxAy(P0)&P()) V (P)&P());
4) 3xvx(P() - Q(x,¥));
5) vx(P(x) - Q(x)) ~ (FxP(x) - VxQ(x)).
Ex. 6. Sa se aduca la forma normala formulele:
1) S - VxP(x);
2) IxVy3AzVuP(x,y,z,u);
3) IxVyP(x,y) vV VyaxQ(x,y);
4) VxP(x,y)V (EIxP(x, xX) - VZ(Q(y, z) - AxP(x, z)));

5) Vx (A(x) - Vy(B (x,y) » VzC(y, Z)));

6) Vx(P(x) » 3yQ(y)) — (Q(2) - P(2));
7) VxVyVzP(x,y,z) —» 3y3zQ(y,z)& V VxVzR(x, z);

8) 3Ixvy (P(x,y) - EIZ(Q(x, Z)&R(y))).
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Capitolul 3
Calculul predicatelor

3.1 Formulele calculului predicatelor

Vom prezenta in continuare descrierea axiomaticd a logicii
predicatelor, pe care am cercetat-o in capitolul precedent din punctul
de vedere al continutului. Remarcam ca, spre deosebire de algebra
propozitiilor, logica predicatelor are caracter vadit neconstructiv.
Toate notiunile se definesc pentru un domeniu arbitrar sau pentru o
multime arbitrard de obiecte. Luand in calcul cele expuse mai sus, la
descrierea continutului logicii predicatelor ne-am bazat pe principiile
neconstructive ale teoriei multimilor. Descrierea ulterioara a logicii
predicatelor din acest capitol satisface Intocmai cerintele finitismului
Hilbert.

Calculul predicatelor, precum orice sistem axiomatic, contine
simboluri din care sunt construite (alcatuite) formulele. Apoi din toate
aceste formule se separa o clasa aparte de formule, pe care le vom
numi deductibile. Clasa separata de formule deductibile din calculul
predicatelor se determina, la fel precum in calculul propozitiilor, prin
indicarea unei multimi finite de formule, pe care le vom numi axiome,
si prin indicarea unor reguli de deductie, care ne permit sa obtinem din
formulele deductibile date noi formule deductibile.

Fiecare formulda a calculului predicatelor reprezinta o
consecutivitate finitd de simboluri ale calculului dat. Vom descrie in
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continuare simbolurile calculului predicatelor, care se impart in
urmatoarele categorii:

1) Litere latine mici cu sau fara indicii: a,b,c, ..., x,V,z,
as, by, ..., xg, ¥o, ... . Aceste simboluri poartd denumirea de obiecte
variabile.

2) Litere latine majuscule 4, B, C, ..., As, By, Cy, ..., care poarta
denumirea de propozitii variabile.

3) Litere latine majuscule P(x),Q(x,y), .., F(xq,..., Xp), - ,
cu indicarea obiectelor variabile de care depind. Aceste simboluri se
numesc predicate variabile.

4) Simbolurile legaturilor logice din calculul propozitiilor: &,V

, >, 1.

5) Simbolurile auxiliare de paranteze: [, (,), ].
6) Simbolurile cuantificatorilor: Vv, 3.

Formulele le vom defini, ca si in calcul propozitiilor, ca o
consecutivitate finita din astfel de simboluri, sau, altfel, vom spune ca
formulele sunt cuvinte in alfabetul care contine toate categoriile de
simboluri indicate mai sus. Pentru a concretiza notiunea de formula
vom defini in continuare prin inductie (adicd, pe pasi) aceastd notiune.

Definitia formulei calculului predicatelor
1. Orice propozitie variabila este formula.
2. Daca F — este simbol de predicat variabil, iar aq, a,, ..., a,
reprezintd simboluri de obiecte variabile, atunci cuvantul
F(ay,ay,...,ay)
este formula si o vom numi predicat variabil de n argumente (n-ar),

unde n este numarul de argumente.

Formulele definite in punctele 1 si 2 le vom numi formule
elementare. Amintim ca in formulele elementare toate variabilele (de
obiecte) sunt variabile libere.
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3. Fie cd formula U(x) contine variabila liberda x. Atunci
cuvintele

VxU(x) si AxU(x) (3.1)

sunt la fel formule. Amintim ca variabila x din formulele (3.1) se
numeste de legatura. Celelalte variabile, care in formula U sunt libere,
raman libere la fel si in formulele (3.1). Variabilele, care sunt de
legatura in formula U, vor fi la fel de legatura si in formulele (3.1).

4. Fie ca formulele U si B nu contin 0 astfel de variabila, incat
in una dintre aceste formule variabila sa fie libera, iar in cealalta de
legatura (si viceversa). Atunci cuvintele

U&B, UVB,, U->B, U (3.2)

sunt la fel formule. In acest caz, variabilele din formulele U si B raman
libere si in toate formulele (3.2), iar variabilele de legaturd din
formulele U si B vor fi la fel de legatura in toate formulele (3.2).

Definitia 3.1.1. Formula se numegste cuvantul alcatuit din simbolurile
sus-numite care poate fi construit din formule elementare cu ajutorul
operatiilor de trecere de la formulele U si B la formulele (3.1), precum
si la formulele (3.2).

In acest caz, pentru demonstratia unei afirmatii despre formule
putem folosi principiul inductiei matematice. Astfel de demonstratie
are urmdtoarea formd. Afirmatia se demonstreazd initial pentru
formulele elementare, iar apoi se demonstreaza ca din presupunerea
ca afirmatia data este adevdrata pentru formulele U si V rezulta ca ea
este adevarata atat pentru formulele (3.1), cat si pentru formulele (3.2).
De unde rezultda cd afirmatia initiala este adevaratd pentru orice
formula.

Usor se observa ca toate formulele din calculul propozitiilor
sunt la fel formule si in calcul predicatelor.

Sa prezentam cateva exemple de expresii care sunt formule in
calculul predicatelor:
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a) EIx(F () &VyG(y, Z)). Aceastd expresie este formula,
deoarece G(y,z) este un predicat variabil, care contine 2 variabile
libere y si z si, prin urmare, este o formula elementara.

in virtutea pasului 3 de construire iterativa a formulelor,
expresia VyG (y, z) este la fel formula ce contine variabila libera z si
variabila y legati cu cuantificatorul de generalizare Vy. In formulele
F(x) si VyG(y, z) nu sunt astfel de variabile, care sa fie libere in una
dintre ele si in acelasi timp sa fie de legatura in cealalta, de aceea
cuvantul F(x)&VyG(y,z) este la fel formulda ce contine variabila
libera x si z, precum si variabila de legatura y. Tinand cont de pasul 3
de construire iterativa a formulelor, expresia

Ax(F (x)&VyG(y,2))

este la fel formula, in care variabila x este legata cu cuantificatorul de
existenta Jx, variabila y este legata cu cuantificatorul Yy, iar variabila
z este libera.

b) VxF(x) VVx3yG(x,y). Evident ca expresia VxF (x) este 0
formula 1n care variabila x este de legatura, iar expresia Vx3yG(x,y)
este 0 formuld, n care ambele variabile sunt de legitura. Ambele
aceste formule satisfac pasul 3 de construire iterativa a formulelor,
deoarece in ele toate variabilele sunt de legatura. De aceea, expresia
initiald

VxF(x) VvV Vx3yG(x,y)
este la fel formula.

€) IxF(x) » VyG(x,y). Aceasta expresie nu este formula,
deoarece ambele cuvinte 3xF (x) si VyG(x,y) sunt formule, insa in
primul cuvant variabila x este de legatura, iar in al doilea cuvant
aceeasi variabild x este libera. Asadar, aceste formule nu satisfac
cerintelor pasului 3 de construire iterativa a formulelor. Prin urmare,
expresia datd nu este formula.
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La fel ca si in calcul propozitiilor, vom considera ca formulele
sunt alcatuite din partile lor componente, pe care le vom numi
subformule.

Sa prezentdm 1n continuare urmatoarele 2 leme care pot fi usor
demonstrate.

Lema 3.1.1. In formulele calculului predicatelor variabilele libere si
de legatura sunt notate cu litere diferite.

Lema 3.1.2. Daca un cuantificator se afla in domeniul de incidenta al
altui  cuantificator, atunci variabilele de legatura cu acesti
cuantificatori sunt notate cu litere diferite.

Astfel, pentru ca o expresie alcatuita din simbolurile calculului
predicatelor sa fie formuld, este necesar sa fie satisfacute conditiile
Lemelor 3.1.1 si 3.1.2. In cazul in care se incalci una dintre aceste
conditii, vom spune ¢ avem coliziune de variabile.

Sa analizam un exemplu de coliziune de variabile.

Exemplul 3.1.1. Expresia
vx(F(x) - 3xG(x,y))

nu este formuld, deoarece in acest caz nu se satisface conditia Lemei
3.1.2, fiindca in domeniul de incidentd al cuantificatorului Vx se afla
un alt cuantificator de existenta, care se leaga cu aceeasi variabila x.
Intr-adevar, din formulele F(x) si 3xG(x,y) nu poate fi construiti
formula F(x) —» 3xG(x,y), deoarece aceste formule nu satisfac
cerintelor din pasul 4 de construire iterativa a formulelor.

3.2 Schimbul de variabile in formulele calculului
predicatelor

Pentru a evita coliziunea de variabile din formule, putem efectua
un schimb de variabile in aceste formule, cecea ce ne permite
urmatoarea teorema.
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Teorema 3.2.1. Daca in formula U efectuam un schimb de variabile
atat libere, cat si de legatura, schimband o litera prin alta
pretutindeni unde ea se intdalneste, astfel incat sa fie satisfacute
conditiile Lemelor 3.1.1 si 3.1.2, atunci expresia primita in rezultatul
acestui schimb este /la fel formula.

Demonstratie. Vom demonstra teorema folosind inductia matematica
referitoare la construirea formulelor din calculul predicatelor.

Teorema este adevdratd pentru formulele elementare, de
exemplu pentru F(x,y,z), deoarece schimband in mod arbitrar
variabilele x,y si z din acest predicat obtinem in rezultat la fel un
predicat, adicd o formula elementara. Fie ca teorema este adevarata
pentru formula U (x), unde x este variabila libera. Efectuam un schimb
de variabile in formula VxU (x), neincdlcand conditiile Lemelor 3.1.1
si 3.1.2. Daca in urma acestui schimb litera x va fi inlocuita cu o noud
litera y, atunci variabila y trebuie sa fie diferita de alte variabile, cu
care au fost inlocuite toate celelalte variabile din formula U, deoarece
orice variabila diferita de x sau este libera in formula VxU(x), sau
este de legdturd cu un nou cuantificator ce se afld iIn domeniul de
incidenta al cuantificatorului Vx. Deoarece, efectuand acest schimb de
variabile in formula VxU (x), prin urmare, si in formula U(x), sunt
satisfacute conditiile Lemelor 3.1.1 si 3.1.2, atunci, in virtutea
presupunerii inductiei, expresia U’'(y) ce se obtine in rezultatul
schimbului dat din formula U(x) este la fel formula. Astfel, obtinem
cd toate variabilele de legatura din formula U’(y) sunt diferite de v,
ceea ce ne permite sd confirmam ca expresia VyU'(y) este la fel
formula.

In mod analog se poate demonstra ci daci teorema este
adevarata pentru formula U(x), unde x este variabila libera, atunci ea
este adevarata si pentru 3xU (x).

Fie ca teorema este adevarata pentru astfel de formule U si V,
incdt variabilele de legatura dintr-o formuld sd fie diferite de
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variabilele libere din cealaltd. Vom demonstra ca in acest caz teorema
este adevarata si pentru formula U&V.

Efectuim un schimb de variabile din aceastd formul3, astfel
incat sa fie satisficute conditiile Lemelor 3.1.1 si 3.1.2. In rezultat
partile componente U si V din formula data se vor schimba in U’ si V'.
Avand in vedere presupunerea inductiei, expresiile U’ si V', care se
obtin din U si V in rezultatul schimbului dat de variabile, satisfac
conditiilor Lemelor 3.1.1 si 3.1.2 si sunt formule. Din Lema 3.1.1
rezultd ca variabilele de legatura din U’ sunt diferite de variabilele
libere din V' si viceversa. De aceea, expresia U'&V’, alcatuitd din
formulele U’ si V', este la fel formula.

in mod analog se poate demonstra ci teorema este adevarata si
pentru formulele U vV V si U — V. Pentru operatia de negatie teorema
este evidenta (triviald).

Astfel, teorema este demonstratd pentru orice formula din
calculul predicatelor. m

Remarcam ca in formula

Vx(F x)-G (y))

nu putem schimba litera y prin x, deoarece variabila y este libera, iar
x — de legatura. Cu toate ca in rezultatul acestui schimb obtinem
expresia

Vx(F(x) - G(x)),

care este la fel formula, insd ea nu este echivalenta cu formula initiala.

3.3 Axiomele si regulile de deductie ale calculului
predicatelor

Definirea formulelor deductibile din calculul predicatelor o vom
efectua prin aceeasi metoda ca si din calculul propozitiilor. Vom
considera o multime finitd de formule date ca deductibile, pe care le
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vom numi axiome ale calculului predicatelor. Apoi vom indica
regulile de deductie a noi formule din cele obtinute deja sau din
axiome.

Definitia 3.3.1. Formule deductibile in calculul predicatelor sunt
acele formule, care pot fi obtinute din axiomele calculului dat cu
ajutorul regulilor de deductie.

Primele patru grupe de axiome ale calculului predicatelor
reprezintd aceleasi grupe de axiome din calculul propozitiilor. In
calculul predicatelor se mai adauga grupa V, legatd de cuantificatori.

V. (v,3)
1. VxF(x) — F(y)
2. F(y) — 3xF(x)

Regulile de deductie in calculul predicatelor

In calculul predicatelor sunt valabile ambele reguli de bazi de
deductie din calculul propozitiilor, cu unele specificari:

1) Regula Modus Ponens (M.P.), care se formuleaza si se scrie
la fel ca si in calculul propozitiilor: Daca formulele G si G — H sunt
deductibile, atunci si formula H este la fel deductibila. Vom scrie in
acest caz pe scurt:

+FG,FG—H
— sau M.P. (G,G - H) +H,

unde semnul deductiei se noteaza la fel ca si in calculul propozitiilor
prin simbolul +. Pentru calculul predicatelor numarul de formule
pentru care se aplica aceasta regula este mult mai mare.

2) Regula substitutiei intr-o propozitie variabila si intr-un
predicat variabil. Aceasta regula este analoaga cu regula respectiva
din calculul propozitiilor, care se reduce la substitutia propozitiilor
variabile in formule deductibile, in rezultatul careia se obtin la fel
formule deductibile. Amintim ca in calculul propozitiilor formula cu
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care se substituia formula initiald era arbitrara. Pe cand in calculul
predicatelor asupra acestei formule trebuie impuse anumite restrictii,
deoarece 1n caz contrar putem obtine o expresie care sa nu fie formula,
adica sa avem coliziune de variabile.

Substituirea propozitiei variabile

Fie formula U(A) contine propozitia variabila A. Atunci putem
substitui in formula U litera A (pretutindeni unde ea se regaseste)
printr-o noua formula B care satisface urmatoarele conditii:

a) Variabilele libere din formula B sunt notate cu diferite litere
fata de variabilele de legaturda din formula U si viceversa, adica
variabilele de legatura din B — cu diferite litere fata de variabilele
libere din U.

b) Daca subformula A din formula U se afla in domeniul de
incidentd al unui cuantificator, care este legat cu o variabila (de
exemplu, x), atunci variabila data (x) nu va apartine formulei U.

Daca conditiile a) si b) sunt satisfacute, vom spune ca formula
B inlocuieste subformula A din U si vom scrie:

SAU(A)
Sa analizam un exemplu de substituire a propozitiei variabile.
Exemplul 3.3.1. Consideram in calitate de U(A) formula:
VxVy[A V VzH (x, Z)&(ff V F(x, y))]

In acest caz subformula A nu poate fi inlocuitd cu formula
VxB(x) sau cu formula 3xG (x), deoarece nu se satisfice conditia b).
Daca 1nsd efectudm aceasta Inlocuire, atunci expresia obtinutd nu va
fi formula, deoarece in ea doi cuantificatori, unul dintre care se afla in
domeniul de incidenta al celuilalt, sunt legati cu aceeasi variabila.

Inlocuirea subformulei A4 cu

VzVt ((A&H(v, z)) - (B&F(z, t)))
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este posibild, deoarece 1n acest caz sunt satisfacute ambele conditii a)
si b) si in rezultat obtinem expresia

VxVy [VZVt ((A&H(v, Z)) - (B&F (z, t))) VVzH(x,2)&

&vzvt ((A&H(v,2)) - (B&F(z,1)) V F(x,y)],
care este formula.

Substituirea predicatului variabil

Fie formula U(F) contine predicatul variabil n-ar F.
Consideram formula B(tq,t,,...,t,), ce contine variabile libere
ti, ty, ..., ty, Care sunt notate cu litere diferite de toate variabilele din
formula U. Daca pentru formula B este satisfacuta conditia a) de mai
sus, precum si conditia:

¢) Daca subformula F din U se afld in domeniul de incidenta al
unui cuantificator legat de o variabila (de exemplu, x), atunci variabila
data nu se va contine in formula B. In acest caz este posibila inlocuirea
predicatului F cu formula B si vom scrie SE U (F).

Operatia de substituire a formulei B(tq,t,,...,t,) in locul
predicatului F (x4, x5, ..., x,) in formula U(F) reprezinta inlocuirea
fiecarei formule elementare de tipul F(xq, x5, ..., X,) din U(F), prin
expresia ce se obtine din B efectudnd schimbul de variabile
ti, ty, ..., ty prin literele x4, x5, ..., x,,.

In acest caz trebuie de indicat in mod strict carei din variabilele
t1,ty, ..., ty 11 corespunde fiecare argument din predicatul F.

Exemplul 3.3.2. Fie formula U are urmatoarea forma:
VxEIyEIz(F(x, y)V F(x, z)).

Vom inlocui subformula F din formula data printr-o formula
noua

vuav(H(u, t;) vV H(v, t,)),
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astfel incat primului argument din predicatul F ii va corespunde
variabila t,, iar celui de al doilea argument din F — t,. In acest caz
sunt indeplinite conditiile a) si ¢) de mai sus si in rezultatul substitutiei
date vom obtine formula

VxEIyEIz[VuEIv(H(u, x)V H(v, y)) %

\Y; VuEIv(H(u, x)V H(v, Z))].

Usor se observa ca daca nu sunt satisfacute conditiile a), b) sau
¢), atunci, in general vorbind, in rezultatul substitutiei respective vom
obtine o expresie care nu este formula.

Exemplul 3.3.3. Fie ca in formula
AV VxF(x)
inlocuim subformula A cu formula U(x). In rezultat obtinem expresia
U(x) VVxF(x),

care nu este formula, deoarece se incalca conditia a) si de aceea apare
coliziune de variabila.

Exemplul 3.3.4. Daca substituim in formula
vx(A - F(x))
subformula A cu formula VxU (x), obtinem expresia
Vx(VxU(x) - F(x)),

care nu este formuld, deoarece se incalcd conditia b) si in rezultat
apare coliziune de variabila.

Spre deosebire de calculul propozitiilor, in calculul predicatelor
mai apar inca doua noi reguli de deductie:

1'. Prima reguld de legaturd cu cuantificatori, care afirma ca
daca formula
B - U(x)
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este deductibila si formula B nu contine variabila x, atunci formula
B - VxU(x)
este la fel deductibild. Vom nota pe scurt

B ->U(x),x¢B

IR.L.C.
B - VxU(x)

2'. A doua reguld de legatura cu cuantificatori, care afirma ca
daca formula

U(x) > B
este deductibila si formula B nu contine variabila x, atunci formula
dxU(x) - B
este la fel deductibila. Vom nota pe scurt

FU(x) >B,x¢B
+3IxU(x) - B

ITR.L.C.

Remarcam ca printre formulele deductibile din calculul
predicatelor se intdlnesc toate formulele deductibile din calculul
propozitiilor. Intr-adevir, calculul predicatelor contine in sine toate
axiomele din calculul propozitiilor, iar printre regulile de deductie ale
calculului predicatelor se contin ambele reguli de deductie de baza
din calculul propozitiilor: M.P. si Substitutiei. Aplicarea acestor reguli
la formulele calculului predicatelor coincide cu aplicarea lor la
calculul propozitiilor. Astfel, aplicand aceste reguli la axiome, putem
obtine toate formulele deductibile din calculul propozitiilor. Apare
intrebarea daca exista forme ale calculului propozitiilor, care sunt
deductibile in calculul predicatelor, dar in acelasi timp nu sunt
deductibile in calculul propozitiilor. Raspunsul este negativ, ceea ce
usor se deduce din necontradictia calculului predicatelor.
Necontradictia calculului predicatelor 0 vom cerceta mai detaliat in
urmatorul paragraf.
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Remarca 3.3.1. Orice formula deductibila din calculul predicatelor
este in acelasi timp si identic adevarata din punctul de vedere al
continutului sau in algebra predicatelor.

Intra-adevar, se observd c3 toate axiomele calculului
predicatelor sunt formule identic adevirate, iar daca aplicam regulile
de deductie la formulele adevarate, obtinem in rezultat la fel formule
identic adevarate.

3.4 Necontradictia calculului predicatelor

Problema necontradictiei calculului predicatelor este analoaga
cu problema asemanatoare din calculul propozitiilor. Amintim ca
calculul logic se numeste contradictoriu daca in acest calcul poate fi
dedusa atat o formuld arbitrara, cat si negatia sa. De unde rezulta ca in
calculul contradictoriu poate fi dedusa orice formula, indiferent de
faptul este ea adevarata sau nu.

Schema demonstratiei necontradictiei calculului predicatelor
consta in reducerea calculului respectiv la calculul propozitiilor care,
dupad cum cunoastem, este necontradictoriu. Pentru aceasta vom
cerceta formulele din calculul predicatelor din punctul de vedere al
continutului. Vom considera ca toate predicatele din formulele date
sunt definite pe un domeniu arbitrar M. Daca acest domeniu consta
dintr-un singur element, de exemplu a, atunci cuantificatorii pot fi
ignorati, deoarece ambele expresii VxU (x) si 3xU (x) sunt identice cu
propozitia simpla U () pe domeniul M. In aceasta interpretare toate
formulele din calculul predicatelor se transforma in formule ale
calculului propozitiilor, iar axiomele calculului predicatelor vor trece
in formule deductibile in calculul propozitiilor. La fel, regulile de
deductie din calculul predicatelor se vor transforma in reguli de
deductie din calculul propozitiilor. Daca in calculul predicatelor este
posibila deductia formulei 4, atunci in sistemul transformat de mai sus
am avea la fel deductibila aceeasi formula A. Sistemul transformat
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coincide cu calculul propozitiilor, care, dupa cum cunoastem, este
necontradictoriu. Prin urmare, in calculul predicatelor nu poate fi
dedusd orice formulad arbitrara, adica calculul predicatelor este
necontradictoriu.

Acum putem raspunde la intrebarea, pe care am formulat-0 mai
sus: poate oare formula calculului propozitiilor, care nu poate fi
dedusa in acest calcul, sa fie deductibila in calculul predicatelor?

Vom demonstra ca o astfel de formula nu poate fi dedusa.
Intr-adevar, fie U o formula din calculul propozitiilor, care poate fi
dedusa in calculul predicatelor. Daca interpretam aceasta formula
dupa schema de mai sus intr-o formula a calculului propozitiilor,
atunci obtinem formula U™, care, dupa cum am aratat, este deductibila
in calculul respectiv. Insa deoarece formula U apartine deja calculului
propozitiilor, atunci formula U™ coincide cu formula U si de aceea este
deductibila in calculul propozitiilor. Astfel am demonstrat ca orice
formula din calculul propozitiilor, care este deductibild in calculul
predicatelor, este deductibila si in calculul propozitiilor.

3.5 Formule deductibile si regula generalizarii in
calculul predicatelor

Deoarece toate formulele deductibile din calculul propozitiilor
sunt la fel deductibile si in calculul predicatelor, efectuand substitutii
(aplicand regula substitutiei) in formulele deductibile din calculul
propozitiilor, obtinem formule deductibile in calculul predicatelor.

Exemplul 3.5.1. Daca aplicam regula substitutiei la formula
calculului propozitiilor

FAVA,

unde formula A se substitue cu predicatul F(x), atunci formula
deductibila din calculul predicatelor va fi
F F(x)V F(x).
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Exemplul 3.5.2. In formula deductibila din calculul propozitiilor
+A - [((B&C) - B)&A]

putem inlocui B prin 3xF (x), iar C prin VyH (y) si obtinem in rezultat
formula deductibila in calculul predicatelor:

F A - [((3xF (x)&VyH(y)) > 3xF (x))&A].

Amintim, ca pentru a demonstra ca o formula poate fi dedusa in
calculul propozitiilor, e suficient de aratat ca formula data este identic
adevarata in algebra propozitiilor.

Cu ajutorul substitutiei in formulele deductibile din calculul
propozitiilor pot fi obtinute noi formule deductibile in calculul
predicatelor. Insi prin aceasti metodd nu pot fi obtinute toate
formulele deductibile din acest calcul.

Toate regulile derivate de deductie din calculul propozitiilor
sunt adevarate si pentru calculul predicatelor.

VVom demonstra aceasta numai pentru regula silogismului
(R.S.), celelalte se demonstreaza in mod analogic.

Amintim regula silogismului:

FU-V,FV >C
FU->C '
unde expresia U — C este formula in calculul predicatelor.
In calcul propozitiilor regula silogismului a fost dedusi din
formula deductibila

F(A-B)->((B->C) - (4-0).

Dar deoarece regula substitutiei are loc si in calculul predicatelor,
atunci, substituind in formula data subformulele elementare 4, B si C
prin formulele calculului predicatelor U, V si C, obtinem

I—(U—)V)—>((V—>C)—>(U—>C)).

Coliziune de variabile in aceasta formuld nu poate sa apara, deoarece

in caz contrar am avea coliziune de variabile Intre formulele U, V si
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C sau intre careva perechi din aceste formule, ceea ce nu poate fi in
presupunerea ca toate aceste expresii sunt deja formule.

Formulele U —» V siV — C din conditia initiala sunt deductibile.
Aplicam regula silogismului, obtinem 1n rezultat ca si formula U — C
la fel este deductibila.

La fel ca in calculul propozitiilor, in calculul predicatelor sunt
deductibile urmatoarele formule

B - Agsit+ Af - B,
unde prin A, notdm orice formuld deductibild, iar prin Ay — orice
formuli de tipul 4,,.

Vom introduce in calculul predicatelor urmatoarea regula

derivata de deductie:

Daca formula U(x), care contine variabila libera x, poate fi
dedusa, atunci si formula
VxU(x)
la fel poate fi dedusa in calculul predicatelor.

Intr-adevar, fie ¢a in calculul predicatelor avem + U(x), unde x
este variabila liberd. Din cele mentionate mai sus avem

B - A,
unde A, este o formula deductibila arbitrara si de aceea putem afirma
FB - U(x),

unde B este o propozitie elementard, care nu apartine formulei U (x).
Deoarece x € B, atunci putem aplica prima regula de legatura
cu cuantificatori 1 obtinem

+ B — VxU(x).

Efectuam substitutia in ultima formuld, substituind formula
elementara B cu o formula arbitrard deductibila A, si obtinem
A, - VxU(x).
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Aplicam in continuare regula Modus Ponens (M.P.) la formula
deductibild A, si la ultima formula vom avea
F VxU(x),
c.t.d.
Astfel, obtinem urmatoarea regula de deductie, pe care o vom
numi regula generalizarii (R.G.) si care poate fi scrisa
FU(x
RG 20
F VxU(x)

unde x este variabila libera in formula U (x).

Evident cad aceastd regula poate fi aplicata la orice variabila
libera. Aplicand regula datd, apare posibilitatea de a deduce noi
formule deductibile.

Exemplul 3.5.3. Cunoastem ca in calculul predicatelor poate fi dedusa
formula

F F(x) vV F(x).

Deoarece in aceasta formula variabila x este libera, atunci putem
aplica regula generalizarii (R.G.) fata de aceasta variabila si obtinem
- Vx(F(x) V F(x))

Exemplul 3.5.4. Din formula deductibila

- (F&GD)) = GO,
care se obtine in rezultatul substitutiei in axioma I1.2:(A&B) — B,
aplicim R.G. fatd de variabila libera y si obtinem
FVy[(F&GM)) - ()]

In ultima formula variabila y este de legitura, iar variabila x este
libera, ceea ce ne permite sd aplicam inca o data regula generalizarii
si In rezultat obtinem

+ VxVy[(F(x)&G(y)) - G(y)].
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3.6 Teorema deductiei in calculul predicatelor

Vom demonstra pentru calculul predicatelor teorema analogica
teoremei deductiei din calculul propozitiilor. Aceasta teorema ne va
permite sa obtinem noi formule deductibile din calculul predicatelor
fara sa descriem sirul de deductie formal al formulei date din axiomele
calculului predicatelor. In acest fel vom simplifica esential procedura
de deductie a multor formule deductibile din calculul dat.

Definitia 3.6.1. Vom spune ca formula V poate fi dedusa din formula
U, daca U - V este formula si formulaV se deduce din multimea
tuturor formulelor deductibile din calculul predicatelor si din formula
U cu ajutorul tuturor regulilor de deductie din acest calcul, astfel
incdat ambele reguli de legatura cu cuantificatori se aplica doar
predicatelor variabile sau variabilelor propozitionale, care nu
apartin formulei U.

Teorema 3.6.1. (Teorema deductiei) Dacda formula V poate fi dedusa
din formula U, atunci formula U — V este deductibila in calculul
predicatelor.

Demonstratie. Admitem cd U siV sunt astfel de formule, incat U — V
este la fel formula, adica intre U si V nu apare coliziune de variabile.
Acest lucru poate fi realizat pentru orice formula V prin redenumirea
variabilelor din formula V, obtindnd o noud formuld V', astfel incat
intre formulele U si V' nu mai avem coliziune de variabile, ceea ce ne
permite si construim formula U — V'. In acest caz teorema deductiei
poate fi formulata pentru formulele U si V'.

Pentru a demonstra teorema deductiei este suficient de a ardta
ca sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

a) Pentru orice formuld deductibild din calculul predicatelor
teorema deductiei este adevarata.

b) Daca teorema este adevarata pentru V; si V; = V,, atunci ea
este adevarata si pentru V5, care se obtine in baza regulii M.P..
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c) Daca teorema este adevdratd pentru formula V; — V,(x),
unde x & V; si x € U, atunci ea este adevarata si pentru formula V; —
VxV,(x), care se obtine in baza primei reguli de legare cu
cuantificatori (I R.L.C.).

d) Daca teorema este adevaratd pentru formula V,(x) — Vi,
unde x & V; six € U, atunci teorema este adevarata si pentru formula
AxV,(x) — V;, care se obtine in baza regulii a doua de legare cu
cuantificatori (11 R.L.C.).

e) Daca teorema este adevirata pentru formula V, atunci ea este
adevarata si pentru V', care se obtine din V prin substituirea
variabilelor propozitionale sau a predicatelor variabile, ce nu se contin
in U, cu conditia ca intre U si V' sa nu apara coliziuni de variabile.

In cazul afirmatiei a) efectuam substitutia Sf“ (I. 1) si obtinem

in rezultat
|_ Aa - (A - Aa);

unde A, este o formula deductibila, adica - A,. Aplicam la ultimele
douad formule regula M.P. si obtinem

FA-> A,

Astfel, obtinem ca daca V este formula deductibila, atunci U — V este
la fel deductibila pentru orice formula U.

Vom examina in continuare afirmatia b). Consideram formulele
V; si V3 = V, deductubile din formula U, pentru care are loc teorema
deductiei, adicd avem

FU-Vsi U - (V- 1)
In axioma (1.2): (A - (B - C)) - ((A - B)->(A- C)) efectuam

substitutia S }1] g 1C’V2 (I. 2) si obtinem ca rezultat

FU-> W~ V)- (U-V) - U-W)).

Aplicam regula M.P. la formulele deductibile obtinute mai sus si
obtinem
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FU-V,.

Trecand la afirmatia c), presupunem ca pentru formula
Vi = Vy(x),unde x € V; si x € U, teorema este adevarata, adica

FU - (V) - V().
Aplicam la ultima formula regula conjunctiei ipotezelor (R.C.1.) si
obtinem

F (U&Vy) = Vy(x).

Deoarece x € V; si x € U, atunci x ¢ (V;&U) si putem aplica in
continuare prima regula de legare cu cuantificatori si obtinem

F (U&V;) = VXV, (x).

La ultima formula aplicam regula de despartire a ipotezelor (R.D.1.) si
in final obtinem

FU - (V) - Valy(x)).

Pentru examinarea afirmatiei d) admitem c@ pentru formula
V,(x) = V;, care este deductibila din formula U si x ¢ V; si x € U,
teorema este adevarata, adica avem

FU - (Vy(x) - V).

Aplicam la ultima formula regula de transpunere a ipotezelor (R.T.I.)
si obtinem

FVy(x) = (U - V).

Deoarece x € V; si x € U, atunci x & (U — V), ceea ce ne permite
sa aplicam a doua regula de legare cu cuantificatori, pentru a obtine

F3xV,(x) - (U - Vy).

Pentru a ajunge la rezultatele scontate mai aplicam inca o data regula
de transpunere a ipotezelor (R.T.l.), dupa care obtinem

FU - (3xV,(x) > V).
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Examinand ultima afirmatie e), admitem ca pentru formula V,
care este deductibild din formula U, teorema este adevarata, adica
avem

FU->V.

Daca formula V' este rezultatul unei substitutii in cadrul unei
propozitii variabile sau unui predicat variabil care nu se contine in
formula U, atunci U — V' este rezultatul aceleiasi substitutii in
formula U — V. De aceea formula - U — V' este la fel deductibila in
calculul predicatelor. o
Teorema 3.6.2. (Teorema inversa a deductiei) Daca in calculul
predicatelor poate fi dedusa formula U — V, atunci formula V este
deductibila in acest calcul.

3.7 Teoremele de baza din calculul predicatelor

Vom examina in continuare formulele deductibile principale din
calculul predicatelor.

Teorema 3.7.1. + VxF(x) — 3xF (x).

Demonstratia acestei teoreme rezultd nemijlocit din axiomele
(V.1) VxF(x) — F(y)si (V.2) F(y) — 3xF(x), la care se aplica
regula silogismului (R.S.)

Prin analogie cu calculul propozitiilor vom introduce simbolul
echivalentei ~, pentru care vom considera ca expresia U~V reprezinta
urmadtoarea formula

(U - V&V — U).
In acest caz vom spune ca formulele U si V sunt echivalente.
Teorema 3.7.2. + VxVyF (x,y)~VyVxF (x,y).
Demonstratie. In rezultatul aplicarii consecutive a axiomei (V.1)
obtinem
F VxVyF(x,y) - F(u,v).
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Deoarece in ultima formulda u & VxVyF(x,y), putem aplica prima
reguld de legare cu cuantificatori si obtinem

F VxVyF(x,y) - YuF (u,v).

In formula obtinuti se observa ca v & VxVyF (x,y) si de aceea putem
aplica Inca o data prima regula de legare cu cuantificatori, dupa care
obtinem

F VxVyF(x,y) = YuVvF (u,v).

Observam ca in ultima formula toate variabilele sunt de legatura si de
aceea putem substitui variabilele u, v cu x, y. Astfel obtinem
F VxVyF(x,y) - VyVxF(x,y).
In mod analog se demonstreazi si relatia inversa:
F VyVxF(x,y) - VxVyF(x,y).

Aplicand la ultimele doua formule regula conjunctiei formulelor
(R.C.F.) obtinem

= (VxVyF (x,y) » VyVxF(x, y))&
&(VyVxF(x,y) = VxVyF(x,y)).
Ceea ce este echivalent cu
F VxVyF(x,y)~VyVxF(x,y). m
Teorema 3.7.3. + AxVyF(x,y) — Vy3axF(x,y).

Demonstratie. Efectudm o substitutie in axioma (V.1), apoi schimbam
denumirea variabilelor libere si obtinem

FVyF(x,y) = F(x,v).
In acelasi mod din axioma (V.2) avem

F F(x,v) - 3uF (u,v).

Aplicam regula silogismului la ultimele doua formule si in rezultat
obtinem
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F VyF(x,y) - 3uF (u,v).

Deoarece x ¢ JuF (u,v), putem aplica la ultima formulda a doua
regula de legare cu cuantificatori si in rezultat

F 3IxVyF(x,y) — 3JuF (u,v).
In ultima formuld v ¢ 3xVyF(x,y) si de aceea putem aplica in
continuare prima regula de legare cu cuantificatori, dupa ce obtinem
F AxVyF(x,y) = VvauF (u,v).

In ultima formula variabilele sunt de legitura, ceea ce ne permite si
efectudm un schimb de variabile, dupa care obtinem

F 3IxVyF(x,y) = VyaxF(x,y). m

Remarca 3.7.1. Implicatia inversa
F Vy3axF(x,y) - AxVyF(x,y)
nu este o formula deductibila in calculul predicatelor.

Intr-adevar, dacd luim 1in calitate de domeniu M =N
(multimea numerelor naturale), iar in calitate de predicat consideram

F(x,y) s "y <x",

in acest caz, in ipoteza formulei din remarca Vy3xF (x, y) se confirma
ca pentru orice numar natural y existd un alt numar natural x care este
mai mare decat y, ceea ce este adevarat pentru multimea numerelor
naturale N. Jar in consecinta aceleiasi formule din remarca
AxVyF (x,y) se afirma ca exista asa un numar natural x, incat pentru
orice numar natural y are loc relatia y < x. Este evident ca ultima
afirmatie nu poate fi adevarata, deoarece multimea numerelor naturale
nu este marginita superior.
Prin urmare, formula din remarca

vyaxF(x,y) = 3xVyF(x,y)

in acest caz nu este adevarata si, prin urmare, nu este deductibila.
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Teorema 3.7.4. + Vx(F(x) — G(x)) - (VxF(x) - VxG(x)).

Demonstratie. Pentru a demonstra vom folosi teorema deductiei.
Pentru aceasta vom arata ca formula VxF(x) — VxG(x) poate fi
dedusa din formula

Vx(F(x) — G(x)). (3.3)

Intr-adevir, efectuim substitutia Sg((;c)) ~60) (v, 1) si obtinem

FVx(F(x) = G(x)) — (F(y) = G(»)).

Prin urmare, aceasta formuld este deductibild si de aceea ea este
deductibila din orice formula si, in particular, din formula (3.3), adica
avem relatia

Vx(F(x) — G(x)) = Vx(F(x) — G(x)) — (F(y) — G(y)).

Dar deoarece are loc si relatia

vx(F(x) — G(x)) F Vx(F(x) — G(x)),
aplicand regula M.P. la ultimele doua relatii obtinem

Vx(F(x) — G(x)) FF(y) — G(y). (3.4)

Cercetam formula deductibild in calculul propozitiilor

F(A—B)— ((B—C)— (4—0)).
Efectudm substitutia SX’;?C(’C)’F@ )60 4y yltima formula si obtinem

F (VxF(x) = F(y)) —
— [(FO) — 6() — (VxF(x) — ()]

In ultima, formuli ipoteza VxF (x) — F(y) reprezinti axioma (V.1).
Prin urmare, putem aplica regula M.P. si vom obtine

F(F(y) — G()) — (VxF(x) — G()).
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Deci, ultima formula fiind deductibild, poate fi dedusa din orice
formula, in particular6 din (3.3), adica avem

Vx(F(x) = G() F (F(y) = G(y)) —
— (VxF(x) — G(y)). (3.5)

In continuare aplicam regula M.P. la relatiile (3.4) si (3.5), pentru a
obtine in final

Vx(F(x) — G(x)) FVxF(x) — G(y).

Deoarece y & VxF(x), putem aplica prima reguld de legare cu
cuantificatori si apoi inlocuim variabila legata y prin x, obtinem
relatia

Vx(F(x) — G(x)) F VxF(x) — VxG(x).

Aplicand la ultima relatie teorema deductiei, obtinem formula
cautata. o

Teorema 3.7.5. - Vx(F(x) — G(x)) - (3xF (x) — 3xG(x)).
Demonstratie. Vom demonstra cd consecinta din partea dreaptd a

implicatiei se deduce din ipoteza din partea stanga a implicatiei date.

Pentru aceasta efectudm substitutia S If((;:)) 6 (V.1) si obtinem ca

rezultat

+ Vx(F(x) — G(x)) — (F(y) — G(y)).

Prin urmare ultima formula, care este deductibila, poate fi dedusa din
orice formula si in particular avem

vx(F(x) — G(x)) F Vx(F(x) — G(x)) — (F() — G(»)).
Cu ajutorul regulii M.P. obtinem
Vx(F(x) — G(x)) FF(y) — G(). (3.6)

Daca efectuam substitutia S )

F(x) (V- 2), obtinem
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FG(y) — 3IxG(x).

Deoarece ultima formula este deductibild, atunci ea poate fi dedusa
din orice formula, ceea ce ne permite sa obtinem

Vx(F(x) — G(x)) FG(y) — 3xG(x). (3.7)

Aplicam in continuare regula silogismului (R.S.) relatiilor (3.6) si
(3.7) si vom avea

Vx(F(x) — G(x)) F F(y) — 3xG(x).

In ultima formuld y € 3xG(x), deci putem aplica ulterior a doua
reguld de legare cu cuantificatori, apoi efectudm un schimb de
variabile, dupa care obtinem relatia

vx(F(x) — G(x)) F 3xF(x) — 3xG(x).
In virtutea teoremei de deductie, in final avem
FVx(F(x) — G(x)) — (IxF(x) — 3xG(x)).
Teorema este demonstrata. O

Teorema 3.7.6. - Vx(F(x)~G(x)) = (VxF(x)~VxG(x)).

Demonstratie. Efectudm substitutia S If((;c)) ~G0x) (V.1) si obtinem

FVx(F()~G(x) — (F)~G)).

De aici urmeaza relatia

VX(F()~G(x)) F F()~G (),
care poate fi scrisd astfel:
Vx(F()~G() - (FO) — 60)&(GO) — F(). (3.8)
Din axiomele (II.1) si (II.2) obtinem
FF) — 6W)&(GW) — FO) — (FO) — (). (3.9)

F(F) — 6(0)&(6H) — F(y)) — (Gy) — F(y)). (3.10)
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Aplicam R.S. la relatia (3.8) si la formula (3.9) pentru a obtine o noua
relatie

Vx(F(x)~G(x)) + F(y) — G(¥). (3.11)

in mod analog, aplicim R.S. la relatia (3.8) si la formula (3.10) pentru
a obtine

Vx(F(xX)~G(x)) F G(y) — F(y). (3.12)
Din axioma (V.1) si relatia (3.11) in baza R.S. obtinem
Vx(F(x)~G(x)) + VxF(x) — G(¥).

Deoarece y & VxF(x), putem aplica prima reguld de legare cu
cuantificatori si obtinem dupa un schimb de variabile

Vx(F(x)~G(x)) + VxF(x) — VxG(x).
In mod analog se demonstreazi si relatia
Vx(F(x)~G(x)) F VxG(x) — VxF(x).

Utilizand in ultimele doua relatii regula de conjunctie a formulelor
R.C.F., avem

Vx(F(x)~G(x)) = (VxF(x) — VxG(x))&(VxG(x) — VxF(x)).

Amintim ¢d A~B = (A — B)&(B — A) si atunci ultima relatie
poate fi scrisd in forma

Vx(F (x)~G(x)) F VxF (x)~VxG(x).

Aplicand in continuare teorema deductiei obtinem ceea ce trebuia de
demonstrat. m

Teorema 3.7.7. + 3xF (x)~VxF (x).

Demonstratie. Efectuam substitutiile si obtinem urmatoarele formule
deductibile

SEDV.1) F VaF() — FO),
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SEFOFO1y.3) b (VaF () — FO)) — (FO) — VaF () ).

La ultimele doua formule aplicam regula M.P. si obtinem

F F(y) — VxF(x).
Este evidenta relatia
SFOaV.1) F F(y) = F(y).

Aplicam ultimelor doua formule R.S. si vom avea

F F(y) — VxF (x).

Se observacay & VxF(x) siputem aplica a doua regula de legare cu
cuantificatori. Apoi efectudm un schimb de variabile si obtinem

F 3xF(x) — VxF(x). (3.13)

Vom deduce in continuare implicatia inversd. Pentru aceasta

aplicam axiomei (V.2) F(y) — 3xF(x) regula de inversiune (R.I.) si
obtinem

F AxF(x) — F(y).

Variabila y € 3xF(x) si putem aplica prima reguld de legare cu
cuantificatori si apoi efectudm un schimb de variabile:

F 3AxF (x) — VxF (x).

Aplicam la ultima formula R.I. si obtinem

F VxF(x) — 3xF(x).
Din axioma (IV.2) obtinem
SPFO (v, 2) + IxF(x) — 3xF (x).
Din ultimele doua formule, aplicand R.S., avem
+ VxTﬁ — 3AxF (x).
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Aplicam ultimei formule si formulei (3.13) R.C.F. si in rezultat
obtinem

F 3xF (x) ~Vme. |
Teorema 3.7.8. + 3xF (x)~VxF (x).
Demonstratie. Consideram relatia adevarata
- F()~F (),

care se obtine din axiomele (IV.1) si (IV.2) in baza R.C.F. Deoarece
variabila x este libera in ultima formula, putem aplica regula de
generalizare R.G., de unde obtinem

- Vx(F(x)~F(x)). (3.14)
In virtutea Teoremei 3.7.6, avem
+ Vx(F (x)~G(x)) - (VxF(x)~VxG (x)).

in ultima formula efectuim substitutia S g ((x)) si obtinem

+ Vx(F(x)~F(x)) - (VxF(x) ~VxF(x)).
Ipoteza din aceasta formula coincide cu formula deductibila (3.14),
ceea ce ne permite sa aplicdm regula M.P., dupa care obtinem
F VxF (x)~VxF(x).

Vom analiza separat ambele implicatii ce se contin in ultima
formula

F VxF(x) - Vxﬁ si b Vxﬁ - VxF (x).

Aplicam regula inversarii R.I. pentru aceste doua formule si apoi le
unim prin regula de conjunctie a formulelor R.C.F., in rezultat vom
avea

- VxF (x)~VxF (x).
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La formula din Teorema 3.7.7 efectuim substitutia S% )

F(x) si

obtinem

F 3AxF (x)~VxF (x).

......

Aplicam ultimelor doua formule regula tranzitivitatii
echivalentei

U~v,V~C
U~C
si in final obtinem formula cautata

F 3xF (x)~VxF (x). i

Remarca 3.7.2. Deductibilitatea formulelor + 3xF (x)~VxF(x) si

F 3xF(x)~VxF(x) se demonstreaza usor cu ajutorul regulii de
inversare a implicatiei folosind formulele deductibile din Teoremele

3.7.7 5i 3.7.8.
Teorema 3.7.9. + (A - VxF(x))~Vx(A - F(x)), unde x & A.
Demonstratie. Pentru inceput vom demonstra

= (A - VxF(x)) - Vx(A - F(x)) (3.15)
Intr-adevar, au loc urmatoarele relatii:

(A - VxF(x))&A + Assi

(A > VxF(x))&A + A - VxF (x).

Aplicam acestor relatii regula M.P. si obtinem
(A - VxF (x))&A F VxF(x).
Din axioma (V.1) poate fi dedusa formula
(A > VxF(x))&A + VxF(x) - F(y).

La ultimele doua relatii aplicam regula M.P., dupa care obtinem
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(A > VxF(x))&A + F(y).

Putem aplica in continuare teorema deductiei, considerand lista de
formule I' = @, de unde avem

F [(4 - VxF(x))&A] - F(y).

Dacd aplicam la ultima relatie regula de despartire a ipotezelor
(R.D.1.), vom obtine

F (A - VxF(x)) -» (A - F(®)).

Deoarece y ¢ A — VxF(x), putem aplica prima regula de legare cu
cuantificatori si obtinem:

+ (A - VxF(x)) - Vy(A - F(y)).
Efectudm 1n continuare un schimb de variabile si obtinem in rezultat
implicatia vizata (3.15).
Pentru a demonstra implicatia inversa efectuam substitutia
S ;&)F ®) (V. 1), de unde obtinem
+ Vx(A - F(x)) - (A - F(y)).
La aceasta formula aplicam teorema inversa a deductiei pentru a
obtine relatia
Vx(A - F(x)) A - F(y).
Deoarece y € A, putem aplica prima regula de legare cu cuantificatori,
dupa care efectudm un schimb de variabile pentru a transforma ultima
relatie in
Vx(A - F(x)) A - VxF(x).
In virtutea teoremei deductiei, putem conchide
+ Vx(A - F(x)) - (A - VxF(x)). (3.16)

Pentru a finisa demonstratia teoremei, ramane sa aplicam la formulele
(3.15) si (3.16) regula conjunctiei formulelor. O
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3.8 Formule echivalente. Forma redusa a formulelor

Facand analogie cu calculul propozitiilor, vom spune ca
formulele U si V sunt echivalente in calculul predicatelor daca in acest
calcul poate fi dedusa formula

U~V
Relatia de echivalenta este simetrica si tranzitiva, adica au loc relatiile
u~v U~vV,Vv~C
v~U'"  U~C

Remarca 3.8.1. Daca in formula din calculul predicatelor U
substituim orice subformuld a ei cu una echivalenta cu subformula
data si daca in rezultat obtinem o noud formula U', care contine toate
variabilele libere din U, atunci formulele U si U’ sunt echivalente.

Echivalenta formulelor A — B si AV B, care este adevirati in
calculul propozitiilor, are loc si in calculul predicatelor, adica pentru
orice formule U si V din calculul predicatelor este deductibild
urmatoarea formuld

F(U->V)~UVYV).

Demonstratia acestei formule in calculul predicatelor se obtine
din formula respectiva din calculul propozitiilor, in care sunt efectuate
substitutiile de rigoare ale formulelor calculului propozitiilor cu
formulele respective din calculul predicatelor.

Prin urmare, din orice formula a calculului predicatelor pot fi
excluse implicatiile de forma U — V, ele fiind inlocuite cu formule
echivalente de forma UV V. In urma acestei inlocuiri obtinem o
formula echivalenti cu formula initiala. In plus, pentru orice formula
care nu contine simbolul implicatiei — putem gasi o formula
echivalentd acesteia, In care simbolurile negatiei sunt atribuite doar la
simbolurile atomare.
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intr-adevar, daci o formuld arbitrara are forma VxU(x)
(respectiv 3xU (x)), atunci formula 3xU (x) (respectiv VxU(x)) este
echivalentd cu formula initiald. Astfel, putem schimba oricand
simbolul negatiei, care se refera la cuantificatori cu un nou simbol de
negatie ce se va atribui la o noud subformuld fard cuantificatori
(introducand simbolul negatiei in domeniul de incidenta al
cuantificatorului dat). In urma acestui procedeu fiecare cuantificator
de sub simbolul negatiei va trece intr-un nou cuantificator care este
dual cu cuantificatorul initial.

In calculul propozitiilor a fost demonstrat ci au loc urmatoarele
echivalente ce rezulta din regulile lui De Morgan:

FU&V~UVY),

FUVV~U&D).
Din axiomele (IV.1) si (IV.2) aplicand R.C.F. obtinem formula
deductibila in calculul propozitiilor

FU~U.

Astfel, din cele mentionate mai sus reiese ca simbolul negatie ce
se atribuie unei conjunctii poate fi introdus in interiorul formulei,
schimband conjunctia prin disjunctie. In cazul in care simbolul
negatiei se atribuie unei disjunctii, atunci disjunctia se transforma in
conjunctie, iar simbolul negatiei este atribuit la fiecare membru al
acesteia. Daca simbolul negatiei se atribuie unei alte negatii, atunci
ambele negatii dispar.

Prin urmare, astfel putem deplasa simbolul negatiei in interiorul
formulei, in rezultatul careia formula data se transforma intr-o formula
echivalentd, in care simbolul negatiei se atribuie doar la formule
elementare.

Amintim cd formulele care nu contin simbolul implicatiei, iar
simbolul negatiei se atribuie doar formulelor elementare, Se numesc
formule reduse.
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Exemplul 3.8.1. Vom cerceta procesul de transformare a formulei

EIx(F (x) » G(x)) in forma sa redusa. Pentru inceput vom exclude
simbolul implicatiei, dupa care obtinem formula

Ax (m Y, G(x)).

Apoi introducem simbolul negatiei Tn domeniul de incidenta al
cuantificatorului, schimbéand cuantificatorul prin dualul sau si obtinem

VxF(x) V G(x).
In continuare introducem simbolul negatiei in interiorul formulei

F(x) V G(x), transformand disjunctia in conjunctie si vom avea
Vx(F(x)&G (x)).
In final eliminim dubla negatie pentru a obtine formula redusi

Vx(F (x)&m),

care este forma redusa a formulei initiale EIx(F (x) - G(x)).

Echivalentele ce exprima regulile comutative si asociative ale
conjunctiei si disjunctiei, precum si regula distributivd a conjunctiei
in raport cu disjunctia si viceversa din calculul propozitiilor, sunt
adevarate si in calculul predicatelor:

F(AVB)VC~AV (BVC(C),
F(AVB)~(BVA),

- (A&B)&C~A&(B&C),

+ (A&B)~(B&A),

- A&(AV B)~A&B V A&C,
AV (A&B)~(AV B)&(AV C).

Aplicand aceste reguli, putem exclude parantezele din expresiile
in care figureaza numai simbolul conjunctiei & sau numai simbolul
disjunctiei V.
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De exemplu, au loc urmatoarele echivalente:
F (U&V)&C~U&V&C,
FIUVIvO)]v(CvU~UvVvCvCVU.

3.9 Formule duale. Principiul dualitatii

Pentru formulele care nu contin simbolul implicatiei — vom
introduce notiunea de formule duale.

Cuantificatorii V si 3 se numesc duali unul altuia. in calculul

propozitiilor am aratat ca duala conjunctiei este disjunctia si
viceversa, adica conectorii logici (operatii logice) & si V sunt duali
unul altuia, iar duala negatiei coincide cu ea insasi.
Definitie 3.9.1. Vom spune ca formula V este duala formulei U, daca
ea poate fi obtinuta din U prin substituirea fiecarui simbol &, V, V si
3 cu dualul respectiv. Vom nota formula duala formulei U prin U*.

Din definitia data rezulta ca notiunea de dualitate este simetrica,

adica daca V este duala formulei U, atunci U este duala formulei V.
De exemplu, daca

U(x,y) = Vx(AV (G(x,y)&F (x)&F (y)) V F(x)),
atunci vom avea
U'(x,y) = EIx(A&(G (x,y) VF(x) Vv F(y))&F(x)).
Vom prezenta in continuare definitia inductiva pentru formule
duale, pe care o vom utiliza in procesul ulterior de demonstrare.
Definitie inductiva a formulelor duale
1) Pentru orice formula elementard, duala ei coincide cu ea
insdsi.
2) Daca U™ este duala formulei U, iar V* este duala formulei V,

atunci pentru formula U&V duala este U* v V*, iar pentru formula
U VvV dualaeste U"&V™.
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3) Daca U* este duala formalei U, atunci pentru formula U
duala este U*.

4) Daca U*(x) este duala formulei U(x), atunci pentru formula
vxU(x) (respectiv IxU(x)) duala este 3IxU*(x) (respectiv
VxU*(x)).

Din aceasta definitie se poate demonstra prin inductie
matematica ca relatia de dualitate este simetrica.

Lema 3.9.1. Daca U(A4,A,,..., Ay, F1, F,, ..., Ey,) este o formula din
calculul predicatelor, ce nu contine implicatia —, in care Ay,
Ay, ..., A, sunt toate propozitiile elementare si F, F,, ..., F, — toate
predicatele elementare din formula U, atunci are loc relatia:

(o U(Al,Az,...,An,Fl,Fz,...,Fm)NU*(Iq_l,Az,...,An,ﬁl,ﬁz,...,ﬁm).

Demonstratie. Von demonstra teorema prin metoda inductiei
matematice in conformitate cu definitia inductiva a formulelor duale.

Pentru formulele elementare, care reprezinta o propozitie sau un
predicat simplu, lema este adevarata, deoarece in acest caz duala
formulei coincide cu ea insdsi. Fie cd lema este adevarata pentru
formulele

U(AllAZF'"IAanllFZl"'FFm) §1
V(By,By,..., By, Gy, Gy, ..., Gy),

adica avem

(o U(AllAZF"'IAanllFZl"'FFm)~
~U*(/T1,A2,...,Iq_n,Fl,Fz,...,Fm) (317)

si

+V(By,By,..., By, Gy, Gy, ..., Gy )~
~V*(By,B,,..., By, Gy, Gy, ..., Gy). (3.18)

Vom demonstra ca lema este adevdratd si pentru conjunctia
U&YV . Intr-adevir, dupi regula De Morgan avem
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FU&V~U V).
Substituind formulele U si V prin echivalentele lor din (3.17) si (3.18),
obtinem
FUV~U*(4,,4,,...,A, F,F,,...,E,)V
vV*(By,B,,...,By, Gy, G,,..., Gy).

In virtutea definitiei formulelor duale, formula din partea dreapta a
echivalentei poate fi reprezentata in forma:

[U(Ay, Ay, ..., Ay By B, ED&
&V(By,By,..., By, Gy, Gy, ..., Gy)|
Astfel, obtinem
FURV~[U(Ay Ay, ..., A F, By, . )&
&V(By,By,..., By, Gy, Gy,..., G|,

ceea ce confirma ca lema este adevaratd pentru conjunctia U&V.

Veridicitatea lemei pentru disjunctie se demonstreaza in mod
analog.

Vom demonstra In continuare cd lema este adevaratd pentru
negatia U.

Fie ca pentru formula U(44, A4,,...,A,, F1, F,, ..., F,) lemaeste
adevarata, adica este deductibild formula (3.17). Amintim ca daca
doud formule sunt echivalente, atunci si negatiile lor sunt la fel
echivalente. Prin urmare, din echivalenta formulelor (3.17) vom
obtine

- U(Al,Az,...,An,Fl,Fz,...,Fm)"‘

NU*(14_1,/T2,...,/Tn,Fl,Fz,...,Fm).

Din definitia formulelor duale, U*este U*. Astfel, din ultima
echivalentd vom avea
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F U(AllAZP"'lAn'FllFZ""FFm)~

~[U(A1;14_2)'--;An'FLFZI'--IFm)]*'

ceea ce confirmi ci lema este adevirati si pentru negatia U.

Rémane sa demonstram ca lema are loc si pentru formulele
VxU(x) si dxU(x). Fie ca lema este adevaratd pentru formula
U(x,A, Ay, ..., Ap Fy F,, ... E,), unde x este variabila libera.

In virtutea presupunerii inductiei, avem

+ U(x,Al,Az,...,An, Fl,Fz,...,Fm)""
"’U*(x,14_1,14_2,...,An,Fl,Fz,...,Fm).

Deoarece x este variabila liberd, in ultima echivalenta putem aldtura
cuantificatorul de existentd 3x si obtinem

- Ele(x,Al,Az,. "'ATl' Fl' Fz,.. .,Fm)"’
NaxU*(x,Al,Az,...,An,Fl,Fz,...,Fm). (3.19)

In virtutea Teoremei 3.7.8, avem

F 3AxU(x)~VxU(x).

Astfel, obtinem

- HXU(X,Al,Az,...,An,Fl,Fz,...,Fm)"’

~VxU(x, Ay, Ay, ., A Fy, Fyy o) B, (3.20)

Deoarece relatia de echivalenta este tranzitiva, din (3.19) si (3.20)
obtinem

- va(x,Al, Az, e ,An, Fl’ Fz, .. ,Fm)"’
~E|xU*(x,/Tl,/T2,.. "‘4_‘)1’ Fl' Fz,. ,Fm)

Din definitia formulelor duale, partea dreaptd din ultima echivalenta
reprezintd formula

[VxU(x, A1, Ay, ..., A FLF, ..., E )]
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Prin urmare, in final avem

+ VXU(X,Al,AZ, s ,An, Fl’ Fz, . .,Fm)"’
N[VXU(X,Al,Az, . .,Iq_n, Fl’ Fz, s .,Fm)]*,

ceea ce confirma ci lema este adevirata si pentru formula VxU(x). In
cazul formulei 3x U(x), lema se demonstreaza in mod analog i

Teorema 3.9.2. (Principiul dualitatii) Daca formulele U si V sunt
echivalente, atunci si dualele lor sunt echivalente.

Demonstratie. Fie formulele echivalente

U(A, Ay, ..., An F s, Ey) si

V(By,By,..., By, Gy,Gy, ..., Gy),
unde A4, A4,,...,A,, B1,B,,..., B, sunt toate propozitiile variabile din
aceste formule, iar Fy, F,, ..., Fy, Gy, G,,..., Gy — predicate variabile
din ele.

Daca aceste doud formule sunt echivalente, atunci si negatiile
lor sunt echivalente, i.e.

+ U(Al,Az,...,An,Fl,Fz,...,Fm)"‘

~V(By,By,..., By, Gy, Gy ..., Gy). (3.21)

Tinand cont de lema precedentd, avem

+ U(Al,Az,...,An,Fl,Fz,...,Fm)"‘
~U*(Ay, Ay, Ap FL By, By

si, respectiv,

FV(By,By,..., By, G, Gy, ..., Gy )~
""V*(El, Ez,. . .,Ep, G_ll 6_2, sy Gq)

Substituind ambele parti ale formulei (3.21) cu formulele echivalente,
obtinem
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F U*(14_1,14_2,...,14_n,F1,F2,...,Fm)~
~V*(§1, Ez,. . .,Ep, Gl’ 62,.. .y Gq).

In ultima echivalenta efectuim substitutia

ABjFiGr,. o B B
SAi.B,-,Fk,Gr (i=1nj=1Lpk=1mr=14q)

pentru a obtine

Deoarece pentru orice formula € avem C~C, din ultima echivalent
putem exclude negatiile duble si obtinem

|_ U*(Al,Az,.. 'IAnIFllFZI . ,Fm)~
"’V*(Bl, Bz,. . .,Bp, Gll Gz, sy Gq).
Teorema este demonstrata O

Fiind aplicat principiul dualitatii la formulele deductibile
cunoscute, putem obtine noi formule deductibile. Altfel spus,
principiul dualitatii, precum teorema deductiei, faciliteaza deducerea
unor noi formule si joaca un rol semnificativ in procesul de deductie
a unor formule importante.

De exemplu, am demonstrat anterior ca este deductibila formula

F VxVyF(x,y)~VyVxF(x,y).

Daca aplicdm la aceasta formula principiul dualitétii, obtinem o noua
formula deductibila + Ix3yF (x, y)~IyAxF (x,y).

Din ultimele doua echivalente putem deduce regula:

Remarca 3.9.1. Daca schimbam cu locurile cuantificatorii
consecutivi de acelasi tip, atunci obtinem in rezultat o formula
echivalenta cu cea initiala.
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3.10 Formule normale si forme normale

Definitie 3.10.1. Formula redusd se numeste normald daca in
consecutivitatea de simboluri care alcatuiesc formula data
cuantificatorii precedeaza tuturor celorlalte simboluri logice. Cu alte
cuvinte, formula normala are forma

F Q121Q2%2. .. QuxnF (x4, x4, ..., X)),

unde Q;x4, Q,x,,...,Q,x, sunt cuantificatori arbitrari, iar formula
F(xy,xq,...,Xxy) este in forma sa redusa si nu contine cuantificatori.

Teorema 3.10.1. Pentru orice formula exista echivalenta sa formula
normala.

Aceasta teorema poate fi usor demonstrata cu ajutorul urmatoarelor
doua leme.

Lema 3.10.1. + Vx(A V F(x))~(A vV VxF(x)), unde x & A.

Demonstratie. Anterior, in Teorema 3.7.9 am demonstrat ca poate fi
dedusa formula

+ Vx(A - F(x))~(A - VxF(x)), x & A.

Considerand echivalenta U — V~U V V, putem inlocui implicatiile de
mai sus prin echivalentele lor si obtinem

FVx(AVF(x)~(AVVxF(x)), x & A.
In ultima formula substituim A4 prin A4 si avem

[ Vx(/T \Y% F(x))~(/T v VxF(x)), x € A.
Avand in vedere ca - A~A, obtinem

+ Vx(A Y, F(x))~(A v VxF(x)), x & A.
Lema este demonstrata i
Lema 3.10.2.  Vx(A&F (x))~(A&VxF (x)), unde x ¢ A.
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Demonstratie. Pentru inceput vom demonstra cd poate fi dedusa
formula

- Vx(A&F (x)) - (A&VYxF(x)) (3.22)

Vom arata cd consecinta A&VxF(x) este deductibild din ipoteza
Vx(A&F (x)).
Deoarece are loc relatia
{VxF(x),A} - A&VxF (x),
aplicand de doua ori teorema deductiei, obtinem
F VxF(x) > (A > A&VxF(x)).

Ultima formula fiind deductibild, ea poate fi dedusa din orice alta
formula. In particular, vom avea

Vx(A&F (x)) F VxF(x) - (A > A&VxF (x)). (3.23)

SA&F (x)

Din axioma (V.1), daca aplicam substitutia F(x)

si apoi
teorema inversa a deductiei, obtinem
A&V xF (x) - A&F (y).
Aplicam in continuare R.D.F., apoi R.G. si obtinem
A&F(y) + A, VyF(y).
In final aplicim R.C.F. si redenumim variabila de legitura y prin x
Vx(A&F (x)) F A&VXF (x).

Daca aplicam teorema deductiei, obtinem deductibilitatea formulei
(3.22).

Pentru a demonstra deductibilitatea implicatiei inverse vom
ardta initial ca are loc relatia

A&VxF (x) F Vx(A&F (x)).
Intr-adevar, din axioma (V.1) si R.C.F. avem
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AV xF (x) - A&F (y). (3.24)

Efectuam substitutia Sﬁ%ﬂy )4 (I. 1) si obtinem

F A&F () - (A - A&F(y)).

Prin urmare, ultima formuld, care este deductibila, poate fi
dedusa din orice formula si in particular avem

A&VxF (x) - A&F(y) — (A - A&F(y)).

Aplicam la relatia (3.24) si la ultima relatie regula M.P. pentru
a obtine

A&YVxF(x) - A = A&F(y).

Deoarece y & A, putem aplica prima regula de legare cu cuantificatori
si dupa redenumirea variabilelor obtinem

A&VxF (x) F A - Vx(A&F (x)).
Aplicam regula R.D.F si avem
A&VxF (x) + A, VxF(x).

La ultimele doua relatii aplicam regula M.P. si excludem ipoteza A4,
adica

A&VxF (x) + Vx(A&F (x)).
In continuare aplicim teorema deductiei si vom avea
F (A&VxF (x)) - Vx(A&F (x)).

Afirmatia lemei deriva din ultima formula si din formula (3.21), la
care aplicam regula R.C.F. O

Din Lemele 3.10.1 si 3.10.2 in baza principiului dualitatii
rezulta urmatoarele leme.

Lema 3.10.3. - 3x(A&F (x))~(A&3xF(x)), x & A.
Lema 3.10.4. - 3x(AV F(x))~(AV 3xF(x)), x ¢ A.
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Pot fi demonstrate si urmatoarele leme.
Lema 3.10.5. + (VxU(x)&VxV(x)) - Vx(U(x)&V(x)).
Lema 3.10.6. (VxU(x) Y, VxV(x))~Vx(U(x) Y, V(x)).

Din ultimele leme in baza principiului dualitatii obtinem inca
doua leme.

Lema 3.10.7. + EIx(U(x)&V(x)) - (EIxU(x)&EIxV(x)).
Lema 3.10.8. F 3x(U(x) v V(x))~(3xU(x) v 3xV (x)).

Din aceste leme se observa ca cuantificatorii respectivi pot fi
separati in afara parantezelor. Efectuand acest procedeu pas cu pas,
vom ajunge la etapa finala cand toti cuantificatorii se vor plasa in fata
formulei date, adica ei vor preceda tuturor legéturilor logice.

Amintim ca formula echivalenta cu formula datd, in care toti
cuantificatorii sunt plasati in fata formulei, se numeste forma normala
a formulei si se spune ca formula a fost transformatd in forma sa
normala.

3.11 Formule deductiv echivalente

Vom introduce in continuare notiunea de formule deductiv
echivalente.

Definitia 3.11.1. Formulele U si V se numesc deductiv echivalente in
calculul predicatelor, daca din axiomele acestui calcul si din formula
U, in baza regulilor de deductie, poate fi dedusa formula V si,
viceversa, din axiomele date si din formula V, in baza regulilor de
deductie, poate fi dedusa formula U.

Prin urmare, formulele U si V sunt deductiv echivalente daca
sunt satisfacute urmatoarele doua relatii:

UrV siVEV.
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Pentru calculul predicatelor notiunile formule echivalente si
formule deductiv echivalente nu coincid.

Teorema 3.11.1. Daca formulele U si V sunt echivalente in calculul
predicatelor, atunci ele sunt si deductiv echivalente in acest calcul.

Demonstratie. Fie formulele U si V sunt echivalente. Aceasta
denota ca formula U~V este deductibild in calculul predicatelor din
axiome in baza regulilor de deductie. In acest caz, deoarece U~V =
(U -> V)&V - U), formula U — V la fel este deductibila, adica

FU-V.

Daca alaturam la axiomele calculului predicatelor formula U, atunci
din formulele U si U — V, daca aplicam regula M.P., obtinem ca poate
fi dedusa formula U, adica vom avea

UrV.

Daca alaturam la axiomele calculului predicatelor formula V, atunci
din formula deductibila

FV->U
obtinem ca poate fi dedusa si formula U, adica la fel vom avea
VU

Din cele mentionate mai sus rezulta ca formulele U si V sunt deductiv
echivalente. m

Remarca 3.11.1. Afirmatia inversa din teorema precedentd nu este
adevarata.

Intr-adevar, considerim doua formule arbitrare A si B care sunt
deductiv echivalate. Aceste formule nu sunt echivalente, deoarece
formula A~B nu este deductibila in calculul propozitiilor si nici in
calculul predicatelor.

Remarcam cd pentru calculul propozitiilor notiunea formule
deductiv echivalente introdusa mai sus nu prezinta interes, deoarece
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pentru calculul propozitiilor orice formula sau poate fi dedusa, sau,
fiind aldturata la axiomele calculului respectiv, se obtine in rezultat un
calcul contradictoriu. Cercetam doud formule arbitrare din calculul
propozitiilor. Daca ambele formule sunt deductibile in calculul
propozitiilor, atunci ele sunt echivalente. Dacd insd una este
deductibild, iar alta nu este deductibila, atunci ele nu pot fi deductiv
echivalente, deoarece daca alaturam la axiome o formuld deductibila,
atunci nu putem obtine noi formule deductibile si de aceea formula
ramasa la fel va fi nedeductibila. In cazul in care ambele formule sunt
nedeductibile, atunci ele sunt deductiv echivalente, insa in acest caz
alaturarea la axiomele calculului respectiv a uneia dintre ele duce la
formarea unui sistem contradictoriu.

3.12 Formule si forme normale Skolem

Matematicianul norvegian Skolem a evidentiat o forma
interesanta a formulelor, la care poate fi transformata orice formula
din calculul predicatelor.

Definitie 3.12.1. O formula se numeste formuld normald Skolem
daca ea este deja o formula normala si in ea toti cuantificatorii de
existenta (daca sunt prezenti in formula) precedeaza toti
cuantificatorii de generalizare.

De exemplu, formulele normale
Ax3yAzVuvvF(x,y,z,u,v) si
VxVyG(x,y)
sunt scrise in forma normala Skolem, dar formulele
Vx3yP(x,y) si 3xVy3zQ(x,y, z)

nu sunt in forma normala Skolem.
Inainte de a demonstra teorema Skolem, vom demonstra
preventiv urmatoarele leme.
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Lema 3.12.1. Formula 3x;3x, ... 3x,VyU (x4, X3, ..., Xn, ¥), Unde U
este deja normala, este deductiv echivalenta cu formula
3x, 3%, ... 3%, [Vy(U - A(y)) - VyA(y)], unde A este un predicat

variabil ce nu se contine in formula U.

Demonstratie. Pentru demonstratia acestei leme vom utiliza
urmatoarele formule deductibile, care au fost anterior demonstrate in
calitate de teoreme:

+ Vx(F(x) - G(x)) - (VxF(x) - VxG(x)), (3.25)
+ Vx(F(x) - G(x)) - (EIxF(x) - EIxG(x)). (3.26)

Presupunem cé formula
Ax,3xy ... Ax, VYU (X1, Xo, oo, X, V) (3.27)

este alaturata in calitate de axioma la calculul predicatelor sau este
deductibila in acest calcul.

Deoarece in calculul predicatelor are loc relatia
{U,U - At} + A(D),

atunci, avand in vedere teorema deductiei, obtinem

F U(Xy, X s X, £) = [(U = A(E)) = A(D)].
Din axioma (V.1) putem obtine

FVYyU(xq, Xg, o, Xn, ¥) = U(Xq, Xg, ..., Xp, T).
Daca aplicam la ultimele doua formule regula silogismului (R.S.),
vom avea formula

FVyU(xq1, X2, ooy X, V) = [(U - A(t)) - A(t)].
Deoarece t & VyU (x4, X3, ..., Xn, V), putem aplica in continuare prima
reguld de legare cu cuantificatori, apoi redenumim variabilele si
obtinem
FVyU(xq1, X2, ooy X, Y) = Vy[(U - A(y)) - A(y)].
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Apoi, in virtutea formulei (3.25), utilizand regula silogismului, avem

FVyU(xq, X3, oy X, V) = [Vy(U - A(y)) - VyA(y)].

Deoarece variabila x,, din ultima formula este libera, putem aplica
R.G. si obtinem in continuare

FVx, [VyU(xl,xz, v X, V) = [Vy(U - A(y)) - VyA(y)]] (3.28)
In formula (3.26) substituim predicatul F(x) prin formula
VyU(x1, X2, ) Xn—1, %, Y),
lar predicatul G (x) prin formula
Vy(U(xl,xz, vy Xp—1, X, Y) = A(y)) - VyA(y).

Dupa aceste substitutii redenumim variabila libera x prin x,, si
obtinem

F Vx, [VyU(xl,xz, e Xy YY) 2 (Vy(U - A(y)) - VyA(y))] -

- [ElanyU(xl,xz, o X, V) = Ax, (Vy(U - A(y)) - VyA(y))].

Ipoteza formulei date coincide cu formula deductibila (3.28). Prin
urmare, putem aplica regula M.P. si deducem consecinta respectiva

F 3x, VYU (xq, Xg, ooy X ) — Elxn[Vy(U - A(y)) - VyA(y)].

In mod analog, la ultima formuld putem aplica R.G. pentru variabila
liberd x,_; si o vom lega cu cuantificatorul Vx,_;. Apoi aplicam
formula (3.26) pentru a trece la cuantificatorul dual 3x,,_; si vom avea

F3x,_13x,VYU(xq1, X3, o), X, V) =
= 3,132, [Vy(U = A(y)) = VYAQ)).

Rationand in acelasi mod cu variabilele libere x,_,, x,_3, ..., x1 $i
legandu-le initial cu cuantificatorul de generalizare, in baza formulei
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(3.26) trecem apoi la cuantificatorul de existentd pentru a obtine in
final formula

F3xg . 3x, VYU (xq, Xg, o, X, YY) =
- 3x; .. Elxn[Vy(U - A(y)) - VyA(y)].

In ultima formula ipoteza coincide cu formula (3.27), pe care am
presupus-0 deductibild si de aceea in baza regulii M.P. se obtine ca
poate fi dedusa si formula

Ax; ... Elxn[Vy(U - A(y)) - VyA(y)]. (3.29)

Prin urmare, am demonstrat ca daca la axiomele calculului
predicatelor alaturam in calitate de axioma formula (3.27), atunci
devine deductibild si formula (3.29). Astfel, lema este demonstrata
intr-o directie.

Pentru demonstratia ulterioara, admitem ca formula (3.29) este
alaturata in calitate de axioma la calculul predicatelor, adica poate fi
dedusa. Atunci substituim in ea predicatul elementar A(y) prin
formula U(xy, x5, ..., X5, ¥). Deci, obtinem in sistemul nou de axiome
formula deductibila

Ay .. 3, [VY (U g, X, v, X0, ¥) = U, X2, 00, X0, Y)) =
- VyU(xq, Xg, oo, X, V)1 (3.30)

Formula

(B - vyU®)) - YyU (),

unde B este o formula arbitrard deductibild, este la fel formula
deductibild, fiindca se obtine din relatia

B - vyU(y) + VYyU(y).
Deoarece formula Vy(U — U) este deductibild, atunci o putem
substitui in locul formulei deductibile B si obtinem

F(Vy(U - U) » VyU®»)) - YyU ().
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In ultima formuli variabila liberd x,, € U poate fi legata in baza R.G.
si astfel obtinem

F YV, [(Vy(U - U) - vyU(y)) - YyU(y)].

La ultima formuld aplicdm aceleasi rationamente din prima parte a
demonstratiei lemei date si obtinem formula deductibila

+ Elxn(Vy(U ->U) - VyU(y)) - Ax,VyU(y).

In ultima formula variabilele libere x,,_1, X,_5, ..., X1 pot fi legate in
baza regulii generalizarii cu cuantificatorul V, iar apoi, in baza
formulei (3.26), putem trece la cuantificatorul 3 dupa rationamentele
de mai sus si vom scrie

F3ax; .. Elxn(Vy(U -U) - VyU(y)) - 3Ax; ... Ax,VyU ().

Ipoteza acestei formule coincide cu formula (3.30) care este
deductibilda in calculul predicatelor dupa alaturareca la axiomele
respective ale formulei (3.29). Putem aplica regula M.P. si obtinem ca
si consecinta, care coincide cu formula (3.27), este la fel deductibila.
In acest fel am demonstrat ca formulele (3.27) si (3.29) sunt deductiv
echivalente. O

Lema 3.12.2. Fie ca formula U are forma Q,z,Q,2, ... ;2 C, unde
prin Q;z; notam cunatificatorii ;z; sau Vz;, iar formula C nu contine
cuantificatori. Atunci are loc relatia

+ [(U(xl,xz, v Xn, V) A(y)) - VZA(Z)]~
~Q12; ... szsz[(C(zl, s Ziy X1y veer Xy V) A(y)) -
- A(2)], (3.31)
unde A este un predicat variabil care nu se contine in formula U.

Demonstratie. Pentru a demonstra relatia de echivalenta (3.31), vom
transforma pentru inceput partea stanga a ei. Deoarece U are forma
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indicatd mai sus, atunci in partea stanga a echivalentei date vom avea
forma

(Q1Z1Q222 e QZm C — A()’)) - VzA(2).

in continuare vom exclude simbolurile implicatiei prin transformari
echivalente cunoscute:

01210225 ... 0z C V A(y) V VZA(2).
Aplicand regula negatiei cuantificatorului, precum si regulile De
Morgan, ultima formula poate fi adusa la forma

(Q121Q22; ... Qz C&A(Y)) V VZA(Z).

Deoarece zi,...,Zm €A st z & Q1210225 ... 91z C&A(y), toti
cuantificatorii din ultima formula pot fi scosi in afara parantezelor
comune si obtinem

Q1210223 ... QmZmVZ[(C - A()’)) - A(Z)]-

Ultima formula reprezinta formula din partea dreaptad a echivalentei
(3.31), pe care trebuia sa o demonstram. Dar, deoarece am obtinut-0
prin transformadri echivalente din partea stanga a ei, atunci aceasta
echivalenta este adevdrata si lema este demonstrata. O

Lema 3.12.3. Fie ca formula U are forma indicata in Lema 3.12.2,
atunci formula

Ax; ... Elxn[Vy(U - A(y)) - VZA(Z)] (3.32)
este echivalenta cu formula
3xq ... 3%,3Y012; .. Qnz VZ[(C (24, ..o, Zpn, V) —
- A(Y)) - A(2)), (3.33)
unde A este un predicat variabil ce nu se contine in formula U.

Demonstratie. Tinand cont de Lema 3.12.2 si aplicand regula
despartirii formulelor (R.D.F), vom avea
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F (UG, w20, 9) = ADD) - VZA(2)] -
- Q12 ... szmVZ[(C(zl, ceir Zyy Xqy weey Xy, V) = A(y)) -
- A(2)], (3.34)
precum si viceversa
F Q121 o QuuzmVz[(C (21, v, Zimy X1, s X0, ¥) = A(Y)) = A(2)] -
= [(U(xy, o 20, ¥) = A(y)) = VZA(2)], (3.35)

Deoarece variabila y in (3.34) este libera, putem aplica regula R.G.
pentru a obtine

FVy [((U(xl, o X, Y) = A(y)) - VZA(Z)) -

- Q121 ... 0z, Vz ((C(zl, s Zp X1y ey Xy V) A(y)) - A(z))] .

Daca aplicam aici formula (3.26), in mod analog cu procedeul
efectuat in Lema 3.12.1, putem obtine

+ EIy[(U(xl, o Xy Y) = A(y)) - VZA(Z)] -
- AyQ12; .. 0z Vz[(C (24, ooy Zi, X1, ey Xy, V) =
- A(y)) - A@)]. (3.36)
Procedand in acelasi fel cu formula initiala (3.35), ajungem la
F3yQ,z ... szmVZ[(C(zl, i Zygy X1y weey Xy V) A(y)) -
- A(z)] » EIy[(U(xl, D A(y)) - VZA(Z)]. (3.37)

Aplicam formulelor (3.36) si (3.37) regula conjunctiei formulelor
(R.C.F.) si, amintindu-ne de exprimarea echivalentei F~G =
(F - G)&(G — F), obtinem in continuare formula

+ EIy[(U(xl, e A(y)) - VZA(Z)]~
~3yQ12; . QmzZmVz[(C (24, o) Zin, X1, o, X, ¥) = AY)) = A(2)].
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In ultima formula variabilele x4, ..., x,, sunt libere, asa ca in continuare
putem repeta consecutiv rationamentul de mai sus pentru
cuantificatorii ~ 3x,, 3x,_4,...,3x,,Ix;. Ca rezultat obtinem
echivalenta

F 3x;3x, ...ElanIy[(U(xl, v X, Y) > A(Y)) & VZA(Z)]~
~3x3x5 ... 3, 3YQ1 21 . QzZ;VZ[(C (24, v\ Zyy X1, weery X, V)
- A(y)) - A@)]. (3.38)
Vom demonstra in continuare ca are loc relatia
+ [Vy(U - A(y)) - VZA(Z)]~EIy[(U - A(y)) - VZA(Z)]. (3.39)

Pentru a demonstra deductia ultimei echivalente, este suficient sa
obtinem partea dreaptd a acesteia din partea stanga cu ajutorul
transformarilor cunoscute. Pentru aceasta eliminam din partea stanga
simbolul implicatiei si obtinem formula

vy(U Vv A®)) Vv VzA(2)

Introducem in continuare simbolul negatiei in domeniul de incidenta
al cuantificatorului Vy si obtinem

3yU Vv A(y) vV VZA(2).

Deoarece y € VzA(z), putem scoate cuantificatorul in fata parantezei
comune pentru a obtine

Iy ((_] VAV VZA(Z)).

in domeniul de incidenti al cuantificatorului 3y efectuam
transformdrile inverse pentru a introduce simbolul implicatiei si
obtinem pentru partea stanga a echivalentei (3.39)

EIy(U - A(y)) - VzA(2).

Astfel a fost demonstrata partea dreapta a echivalentei (3.39).
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Aplicam la ultima echivalenta aceleasi rationamente, pe care
le-am utilizat de mai multe ori si obtinem formula

F3x,3x, ... Elxn[Vy(U - A(y)) - VZA(Z)]~
~Jx;3x5 ... Elanly[(U - A(y)) - VA(Z)].

Cercetand ultima echivalenta si echivalenta (3.38) putem aplica regula
silogismului (R.S.) pentru a obtine echivalenta formulelor (3.32) si
(3.33), iar prin aceasta lema este demonstrata. O

3.13 Teorema Skolem

Teorema 3.13.1. Pentru orice formula din calculul predicatelor
exista echivalenta sa formula normala Skolem.

Demonstratie. In virtutea lemelor din paragraful precedent, rezulta ca
formula

Ax1 .. 3x, VY Q12 . QZi, C (21, ooy Zipy X1, oy Xy V) (3.40)
este deductiv echivalenti cu formula

Ax; ... 3x,3yQ, 7 ... QmZmVZ[(C - A(y)) - A(Z)], (3.41)

unde formula € nu mai contine cuantificatori.

Astfel, obtinem ca primul cuantificator de generalizare din
formula (3.40) se transforma in cuantificator de existentd Jx din
formula deductiv echivalenta (3.41). Totodata, in formula (3.41) mai
apare un nou cuantificator de generalizare Vz, care este ultimul din
succesiunea de cuantificatori.

Daca in formula (3.41) se mai intalnesc si alti cuantificatori de
generalizare printre cuantificatorii Q;z;, i = 1,m, atunci, aplicand
aceleasi rationamente formulei (3.41), putem obtine o noua formula,
la care primul cuantificator de generalizare Qz, = Vz, se va
transforma in cuantificator de existentd 3z, si in rezultat va aparea un
nou cuantificator de generalizere, care va fi ultimul din succesiunea
de cuantificantori.
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Daca formula (3.41) va avea urmatoarea forma
Axq ... 3x,3y3Z; ... 321V 2, Qps1Zk41 - QmZm V2 (4,
atunci formula deductiv echivalenta acesteia va fi de forma
Axq ... I, 3y3z; ... 32,1323 Qi 412k 41 - QmZm V2V Z'C,.
Dacd continudm acest proces in mod analog, vom obtine in final
formula
A%, ... A, Iy3zy .. 32, V2VZ'VZ" . VZPDC, (3.42)

care este deductiv echivalenti cu formula (3.40). In acelasi timp,
ultima formula este formuld normala Skolem.

Teorema va fi demonstrata daca vom arata ca fiecare formula
din calculul predicatelor este deductiv echivalentd cu o formulad de
tipul (3.40).

Pentru aceasta vom considera o formula arbitrara in forma
normala

Q121 ... QuzZmB, (3.43)
unde formula B nu contine cuantificatori. In particular, cuantificatorii
Qz;, i = 1,m, pot si sa lipseasca. Fie x si y doua variabile care nu se
contin in formula datd. Construim urmatoarea formula

AxVY Q121 .. QuZm [B&(A(x) V A(x)&(A(Y) VA(D))], (3.44)

care este de tipul (3.40), unde A este un predicat variabil ce nu se
contine n formula initiald. Deoarece variabilele zy,zy, ...,z € A,
putem introduce cuantificatorii Vz;,Vz,,...,Vz, 1in interiorul
parantezelor, dupa care obtinem formula echivalenta

AxVy[Q12; - QuuZmB&(A(x) V A(x))&(A(y) VAD))].

Se poate constata cd aceasta formuld este echivalentd cu formula
(3.43), deoarece pentru orice formula U, care nu contine variabilele x

si y, are loc relatia IxVy[U&(A(x) vV A(x) )&(A(y) v A(y))]|~U.
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Drept consecintd obtinem ca formula arbitrara normala (3.43) este
echivalenta cu formula (3.44), care este de tipul (3.40). Astfel, am
demonstrat ca pentru orice formula din logica predicatelor exista o
formula normala Skolem care este deductiv echivalenta cu formula
initiala.

Definitie 3.13.1. Formula normala Skolem, care este deductiv
echivalenta cu formula data U, 0 vom numi formda normali Skolem a
acestei formule si vom spune ca formula a fost transformata in forma
sa normala Skolem.

3.14 Problema completitudinii calculului predicatelor.
Teorema Godel

In algebra predicatelor, unde a fost examinati logica
predicatelor din punct de vedere semantic, am introdus notiunea de
formula identic adevarata, careia 1i corespunde intr-un anumit sens
notiunea de afirmatie tautologic adevarata din logica propozitiilor.
Din alt punct de vedere, in calculul predicatelor a fost introdusa
notiunea de formula deductibila. In acest caz apare intrebarea fireasca
despre raportul dintre aceste doua notiuni. Din cele demonstrate
anterior avem ca fiecare formula deductibila in calculul predicatelor
este in acelasi timp si identic adevarata din punct de vedere semantic.

In mod natural apare intrebarea reciproci: va fi oare orice
formula identic adevaratd din punct de vedere semantic si deductibila
in calculul predicatelor?

In literatura de specialitate aceastd intrebare poarti denumirea
de problema completitudinii calculului predicatelor. Problema data a
fost solutionata pozitiv de catre matematicianul austriac de origine
germana K. Godel.

Teorema 3.14.1. (Teorema Godel) Orice formula identic adevarata
in logica predicatelor este deductibila in calculul predicatelor.
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In demonstratia acestei teoreme se utilizeazi urmitoarea
remarca care poarta un caracter tehnic.

Remarca 3.14.1. Daca doua formule sunt identic adevarate, atunci
din faptul ca una dintre ele este identic adevarata rezulta ca si
cealalta formula este la fel identic adevarata.

Intr-adevar, fie ca formulele U si V sunt deductiv echivalente si
in acelasi timp formula U este identic adevarata. Din cele demonstrate
anterior cunoastem ca toate formulele deductibile din formule identic
adevarate sunt la fel formule identic adevirate. In virtutea faptului ca
formulele U si V sunt deductiv echivalente, atunci V poate fi dedusa
din axiomele calculului respectiv si din formula U; prin urmare, avem
ca si formula V este la fel identic adevarata. In plus, obtinem ci daca
formulele U si V sunt deductiv echivalente, iar formula U este
deductibila in calculul predicatelor, atunci si formula V este la fel
deductibila in calculul predicatelor. Ultima afirmatie rezulta din
definitia formulelor deductiv echivalente.

Din cele relatate mai sus urmeaza ca la solutionarea problemei
completitudinii calculului predicatelor ne putem limita doar la
formulele normale Skolem. Intr-adevar, presupunem ci am
demonstrat ca fiecare formuld normald Skolem identic adevarata este
deductibilad in calculul predicatelor. Fie U o formulad arbitrara din
calculul predicatelor, iar prin U* vom nota forma ei normald Skolem.
Daca U este identifc adevarata, atunci U™ este la fel identic adevarata.
In acest caz formula U* este deductibila in calculul predicatelor si,
prin urmare, formula deductiv echivalenta cu ea, adica U, este la fel
deductibild in calculul predicatelor.

3.16 Exercitii propuse pentru lucrul individual

Ex. 1. Sa se demonstreze ca sunt deductibile urmatoarele formule:
1) vavy (P() — (@) — P());
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2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

P(x) — P(x) v Q(x);

VyF(x) — 3yF(y);

AxVyP(y,x) — (EIxVyP(y, x) — IxVyP(y, x));
(VxP(x)&VxQ (x)) - Vx(P(x)&Q (x));

vx(P(x) — Q(x)) — VxP(x)& 3xQ(x);
EIx(Q(y)&P(x)) — AxP(x);

Vx3yvz ((P(x)& P(y)) — Q(z)).

EX. 2. Sa se demonstreze urmatoarele formule din axiomele calculului
predicatelor si din lista de formule T data:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

P(x) = ¥yQ) F Vx(P(x) = VyQ());
3x(G(y) = F(x)) F G(y) — 3xF (x);
AxF(x) — G(y) + Vx(F(x) — G(y));
AxP(x) — VxQ(x) + Vx(P(x) — Q(x));
VxP(x) — Wy) + EIx(P(x) — Q(—y))
G(y) — 3xF(x) - 3x(G(y) — F(0));
P(x),P(x) — VyQ(y) F VxQ(x).

EX. 3. Sa se demonstreze urmatoarele formule:

1)
2)
3)
4)

3x(P(x) = Q) ~ (vxP(x) = Q));
3x(P(x) vV Q(x))~(3xP(x) v 3xQ(x));
(EIZR(Z) Vv (3zR(2)&VxVyQ(x, y))) ~ 3zR(2);
Vx(F(x) ~ G(x)) F 3AxF(x) ~ 3xG(x).
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