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The theory of quasigroups, in particular, of linear quasigroups and T-quasigroups, is
intensively developping at present and contributes to the solution of practical problems in
areas such as information encryption and coding, in combinatorics, automata theory, etc.
[2-4]. Objectives of thesis are study of general properties of quasigroups, in particular, of
T-quasigroups and medial quasigroups, study of medial quasigroups with some identities,
development of algorithms for classification, up to isomorphism, of finite linear quasig-
roups over the group Z_,, and of medial quasigroups with some additional properties.

Definitia 1. Un grupoid (@, A) se numeste quasigrup daca pentru orice a, b € @,
ecuatiile A(a, x) = b si A(y,a) = b au cate o singura solutie in Q.

Definitia 2. Un quasigrup (@, B) se numeste izotop al quasigrupului (@, A),
daca existd un triplet (a, [, ¥) de substitutii ale multimii @, numit izotopie, astfel
incat, pentru orice x, y € @, are loc egalitatea B (x, v) = y "tA(a(x), (V).

Relatia de izotopie, in particular cea de izomorfism, defineste o partitie pe
multimea tuturor operatiilor de quasigrup. Problema clasificdrii quasigrupurilor,
abstractie facand de izotopie / izomorfism, constd in determinarea numarului de cla-
se 1n aceste partitii si a unor seturi de reprezentanti ai lor. Aceasta problema nu este
solutionatd integral pana in prezent [1-3].

Definitia 3. [5] Un quasigrup (@,") se numeste T-quasigrup daca existd un grup
abelian (@, +), doud automorfisme @, € Aut(Q,+) si un element ¢ € @ astfel
incat, pentru orice x, y € @, are loc egalitatea x - ¥ = @(x) + ¥(v) + c.

Un quasigrup (@,”) ce verifica identitatea (x - ¥) - (u-v) = (x-u) - (v v),
se numeste quasigrup medial. Conform Teoremei lui Toyoda [6], quasigrupuKile medi-
ale sunt T-quasigrupurile in T-forma carora cele doua automorfisme comuta. In lucrare
sunt demonstrate afirmatiile prezentate in Propozitiile 1-3, si clasificarile, abstractie

facand de izomorfism, ale T-quasigrupurilor cu T- grupul Z , prezentate in Tabelul 1.
Propozitia 1. Un quasigrup medial (Q.2), unde x oy = @(x) + P(y) + ¢,
verifica identitatea Moufang la stinga x » (v o (x o z)) = ((x e ¥) ° x) © z daca
si numai daca @ = ) = £.
Demonstratie. Fie ca quasigrupul medial (@,2), verifica identitatea Moufang la
stdnga, atunci au loc egalitatile
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xo(yo(xoz)) =e(x)+voly) +vie(x) +¢i () + ¢ (c) +¢(c)+¢c
((xey)ex)oz =@(x) + @ Y(¥) + @*(c) + @Y(x) + @(c) + ¥(z) +¢,
deci

e(x) + Yo(v) + Yie(x) + 3 (2) + Y2 (c) + ¥(c) =

=@ (x) + @’ P(¥) + @ () + ow(x) + @ (c) + Y(z) M

Din (1), pentru x = y =z = 0, avem 1¥*(c) +¢(c) = @*(c) + @(c), iar utili-
zand ultima egalitate 1n (1), avem

o () + vo(y) + ¢le(x) + ¢°(2) = ¢° (x) + @* ¥ () + () + ¥(2) )
Luand, succesiv, x =¥ =0 si x = z = 0 in (2) obtinem: 14* = £ si respectiv,
@ ==&

Utilizadnd ultimele doud egalitati, din (2) rezultd x + ¥ (yv) +x +y¥(z) =
x+w(y)++uy(x)+uw(z)= P = Prin urmare, dacd quasigrupul
medial (@,2) verifici identitatea Moufang la stinga, atunci @ =1 = &, si
atunci x =y =x + ¥ + ¢. Reciproc, dacd ¢ =1 =&, atunci in quasigrupul
(@ e),undexey=x+y+cavemxo(ye(xez))=2x+y+z+3csi
((xey)ex)oz =2x 4y +z+ 3¢ deci (@,2) verifica identitatea Moufang la

stdnga. O
Corolar. Quasigrupurile mediale ce verifica identitatea Moufang la stanga, sunt
grupuri abeliene.

Propozitia 2. Un quasigrup medial (Q,*), unde x oy = @(x) + y¥(y) + ¢,
verificd identitatea Bol la stanga x = (y o (x 2 2)) = (x o (y 2 x)) © 2 dacd i nu-
mai daca @ = P* = &.

Demonstratie. Fie ca quasigrupul medial {@,2), verifica identitatea Bol la stanga,
atunci din egalitatile

xe(ye(xez))=ox)+ywe(y) +¢ie(x) + 3(2) + ¥(c) +y(c) + ¢
(xo(yox)) oz =@ (x) + @*Y(¥) + e?(x) + ey(c) + o(c) +¥(2) +¢,
rezultd

@(x) + Po(y) +¢i(z) + ¢ (c) +y(c) =

=@ (x) + @*P(¥) + ey (c) + @(c) + ¢ (2) A3)
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Din (3), pentru x = y = z = 0, avem ¥*(c) + ¥ (c) = @y(c) + @(c), deci (3)
ia forma

o(x) + Yo(y) + ¥3(z) = ¢*(x) + o*¥(v) +¥(2) (4)

Luand succesiv x=y=0 si x=z=0 in (4 obinem y®p?==¢
si respectiv, @ =&. Prin urmare, dacd quasigrupul medial (@,2) ve-
rifica identitatea Bol la stinga, atunci ¢ =1p? =g. Reciproc, fie ca
@ =1* =g, atunci in quasigrupul (@2), unde xeoy=x+y(y)+c,
au loc egalititile: xo(yo(xoz))=2x+y(y)+y¥(z)+w(c)+2c si
[x o (y Dx]) oz =2x +Y(v) +y(z) + ¢¥(c) + 2¢, deci (Q,°) verificd iden-
titatea Bol la stdnga. O

Corolar. Quasigrupul medial (Q,=), unde x o y = o(x) + P(y) + ¢, verifica
identitatea Bol la dreapta ((z o x) e y) o x = z o ((x o ¥) o x) dacd si numai daca
PP=y=¢

Propozitia 3. Un quasigrup medial (Q,2), unde x =y = g(x) + ¢(¥) +c,
verificd legea flexibilitatii (xey)ex=xo(yvex) dacd si numai dacd
@’ + =0 +y7siplc) =y(c)

Demonstratie. Fie ci quasigrupul medial (,2), verifici legea flexibilititii,
atunci din egalititile (xoy)ox = @*(x)+ @(yv) +o(c) +9¥(x)+c si
x o (yex) = o(x) ++po(y) + *(x) +(c) + c, obtinem

@ (x) + @ () + ¥(x) = o (x) + ¥*(x) + ¢(c), 5)

iar luand x = 0 in ultima egalitate, avem @(c) =1(c), deci (5) ia forma
@?(x) + ¥ (x) = @(x) + ¥?(x), de unde rezultd @* + 1 = @ + 1>, Reciproc,
dacid @* + 1 = @ +19* si @(c) = ¢¥(c), atunci quasigrupul medial (@,2), unde

x oy =@(x)+yY(y) + c, verifici legea flexibilititii, deoarece (xoy)ex =

@ (x) + () +olc) + ¥(x) +¢ = o(x) +Yo(y) + ¢ (x) + () +
+c=x0o(yox), pentruoricex,y €EQ. O

De asemenea, in lucrare au fost elaborati algoritmi (si programele respective in
Pyton), fiind obtinute clasificari, abstractie facand de izomorfism, pentru: a) T-quasi-
grupurile cu T- grupul Z (n = 6); b) quasigrupurilor mediale finite, de ordinn = 6,
peste grupul Z_, ce verifica unele conditii suplimentare, precum identitatea Moufang,

Rezultatele obtinute sunt prezentate in Tabelul 1.
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Tabelul 1
Clase de . Clase de Quasi- Clase de Quasi- Clase de
. Quasi- . . . . .
T-quasi- | T-quas. rupuri | 412 medi- | grupuri | quas. medi- | grupuri | quas. medi-
Or- | grupuri | neizo- g p ale Moufang | mediale | ale Bol st. | mediale | ale flexibile
. mediale . . o, .
din | total morfe neizomorfe | Bol st. | neizomorfe | flexibile | neizomorfe
A Moufang | N A
peste Z_ | intre ele, intre ele, peste intre ele, peste intre ele,
n peste
peste I N peste I Z, peste I Z peste I
2 2 1 2 1 2 1 2 1
3 12 4 3 1 6 2 6 2
4 16 4 4 1 8 2 8 2
5 80 8 5 1 10 2 22 4
6 24 4 6 1 12 2 12 2
Referinte:
1. BELOUSOV V. Fundamentele teoriei quasigrupurilor si a buclelor. (in 1. rusa) Nauka,

Hw

Moscova, 1967. 222 p.
DENES J., KEEDWELL A. D. Latin squares and their applications: Second edition. Else-
vier, 2015, 440 p.
SARBU P. Teoria quasigrupurilor. CEP USM, 2014, 172 p.
GOIAN I, SARBU P, TOPALA A. Grupuri si inele. CEP USM, 2005, 246 p.

NEMEC P. and KEPKA T., T-quasigroups. Part LII, Acta Universitatis, Carolinae Math.
et Physica. Vol.12, no.1,2,1971. P.39-49; 31-49
TOYODA K.. On axioms of linear functions. Proc. Imp. Acad. Tokyo., 1941, vol. 17, p.

221-227.

Recomandat
Parascovia SIRBU, dy., conf. univ.



